Synthese/TD MF2 Mécanique des fluides Lycée Dupuy de Lome, PC 2023-2024

Cinéematique des fluides

I. Particule de fluide

Echelle microscopique Echelle mésoscopique Echelle macroscopique
v/ Observation des molécules v/ Milieu continu homogene v/ Milieu continu
v/ mouvement Brownien 4 <y—>mol. > -0 v inhomogénéité possible

v <W>¢6>

nm

Particule de fluide

Volume élémentaire dt de fluide de dimensions mésoscopiques, centré en un point M caractérisé par
sa masse volumique p(M) :

d
u(M) = —mexprimée enkg.m™
dt
II. Descriptions lagrangienne / Eulérienne
1. Approches Lagrangienne/Eulérienne
P
g ©) Instant t; : (M) =7,
O A Instant t, : V(M) =7,

4“——>§©~u =»

v Description Lagrangienne : On décrit I’évolution temporelle des caractéristique d'une particule P au
cours du temps.
Un GPS associé a une particule fournirait le champ Lagrangien des vitesses

v Description Eulérienne : On décrit I’évolution temporelle des caractéristique des particules au cours
du temps en un point M fixé de I'écoulement Un de vitesse situé au niveau de I'ceil fournirait le champ
Eulérien des vitesses

En mécanique des fluides

v Les champs vectoriels ou scalaires seront fournis dans la description Eulérienne
v La dérivée temporelle de ces champs pour une particule P que l'on suit dans le temps sera nommée
dérivée particulaire
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2. Evolution d’une grandeur pour une particule

Dérivée particulaire

Pour une particule de fluide en un point M a I'instant t et pour un champ Eulérien vectoriel ou scalaire,
la dérivée particulaire correspond a l'opérateur

D_ (9 —_ —_—
E—E+(V(M,t)-gmd)

3. Accélération particulaire

On exploite I'expression de la dérivée particulaire

— —
Z—f _ aa—?; + (7(M,t)~ grad )7

Méthode - Accélération particulaire

Pour un point M(x,v,z,t) et un point M’(x +dx, v +dy,z+dz,t +dt). Une particule de fluide se déplace
de M & M’ pendant la durée dt. On note ¥ le champ Eulérien des vitesses
v Relier dx, V(M,t) et dt. Procéder de méme pour dyetdz
v Exprimer l'accélération de la particule de fluide en fonction de 7part(t), 7pm(t +dt) et dt. Relier
les vitesses de la particule a t et t + dt au champ Eulérien des vitesses.
v/ En déduire l'expression de l'accélération de la particule en fonction du champ Eulérien des vi-
tesses.
DV 97 (M, 1) .

v Montrer que cette expression peut s’écrire sous la forme D = 3

(7(M, f)- W)?(M, )

Accélération particulaire

On peut séparer 'expression de l'accélération particulaire en deux termes

A IV(M, 1) . - : :
v Laccélération locale @, = # qui correspond a la variation de vitesse en un point M de

I’écoulement, en fonction du temps
) 4,12 . . N —_ —_— — < 102 . .
v L'accélération convective a ;o = ( v (M,t)- grad ) v’ (M, t) due a I’évolution des lignes de courant

pour l’écoulement

\ J

N

Vecteur tourbillon

v Les propriétés sur les opérateurs permettent de donner une expression de 1’accélération particulaire

(7 grad ) = grad (v2)+ 7oF (V) A 7

v/ On peut définir un vecteur tourbillon Q tel que m(7) 2.0
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III. Débits et Bilan de masse
1. Débits

Densité de courant de volume de masse

A travers une section S, on définit :

v Le débit volumique D, = Z—‘; = ffs ]_v) ﬁ avec ]_; =7

v Le débit massique D,, = Z—T = [f5 ]_m) ds avec ]_m) =V

Pour retrouver les expressions des vecteurs densité de courant de volume ou de masse on raisonne de
maniere analogue a la recherche du vecteur densité de courant de particules :
. . . . —>
v/ Choisir une section dS orthogonale a v

v/ Exprimer en fonction de 7 le volume (ou la masse) traversant dS pendant dt

v Déterminer en fonction de 7', dS (et éventuellement u le volume (ou la masse) a I'instant t qui va
traverser dS pendant la durée dt

v Identifier ces deux grandeurs.

2. Conservation de la masse

On considere le champ Eulérien de la masse volumique : description de 1’évolution de la masse volumique en
un point M fixé de I’écoulement.

Loi de conservation de la masse

Pour un écoulement quelconque, le principe de conservation de la masse se traduit par

D}l L=
D—t+y.d1vv =0

Méthode - Loi de conservation de la masse pour un écoulement unidimensionnel

On considére un volume d’épreuve de section S et de largeur dx avec les champs u(x,t) et 7(x,t) =
v(x,t). 8y

v Exprimer la masse om, qui entre et om; qui sort du volume pendant la durée dt

v/ Exprimer la variation de masse m(t + dt) —m(t) de ce volume pendant la durée dt

du  I(u.
v  Appliquer le principe de conservation de la masse et retrouver la relation il ()

ot Jdx

v/ Exprimer la dérivée particulaire de la masse volumique
v En déduire I'expression de la loi de conservation de la masse en fonction de la dérivée particulaire
de p.

IV. Caractéristique des écoulements

Ecoulement stationnaire

Il s’agit d’un écoulement pour lequel tous les champs Eulériens sont indépendants du temps
Jv

Pour un écoulement écoulement stationnaire: — =0 et — =0

ot ot

N

| La vitesse 7' (P) d’une particule de fluide peut dépendre du temps pour un écoulement stationnaire.
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Ecoulement incompressible

Un écoulement est dit incompressible si une particule de fluide voit sa masse volumique constante au
cours de I'écoulement, alors,

. . D .
Pour un écoulement incompressible : “E_0 5 div =0

dt

Pour un tube de courant: D, , =D,

Méthode - Conservation du débit dans un tube de courant en écoulement stationnaire

v/ Choisir un volume dont la surface latérale s’appuie sur des lignes de courant

v Exploiter le théoréme d’Ostrogradsky afin d’exprimer [[f,, divv.dt en fonction de flux volu-
miques.

v Pour un écoulement stationnaire, en déduire que D, , = D, .

Ecoulement irrotationnel

Un écoulement est dit irrotationnel si le vecteur tourbillon Q est nul

’ , . . —_— s
Pour un écoulement écoulement irrotationnel : rof v = 0

N

—_—
| On peut définir pour un écoulement irrotationnel un potentiel ® tel que ¥ = grad ®

Annexe : Rappels sur les opérateurs :

Scalaire | Base | gradient
%_g Exp. du scalaire | Base Laplacien scalaire AU
QU U QU U
U(x,p,2) | cart. o U(x,v,z cart. + +
B (%2.2) dx?  dy?  Jz?
Jz 1 d( dU\ 1 U U
JU Ul(r,0,z cyl. ==+t ==+ =
S ( ) Y r'or (r 6r) r2’ 902 = Jz?
1 dU (29 (. 9 9
U(r,0,z) | cyl. T)W U(r,0,¢) sph. riz.;(A#%ﬁ.%(sma%%mAﬁ
aU
0z
Vecteur | Base divergence diva (M) Vecteur | Base rotationnel
da, 94, da da, da
— X Y z z Y
a(x,v,z cart. —_— + —+ _
(.3,2) dx  dy  Jz dy  Jz
1d(r.a,) 1 dag da, da, da
— 1 0 z - X z
a(r,0,z cyl. — + - ==+ a(x,v,z) | cart. X _ =
( ) Y r _dr r_d0 dz ) (%,9,2) é)Z gx
1 drl.a, 1 )sinOa 1 o4y a a
@(r,0,¢) | sph. 7( ry—f 0 e L=
r2 dr  rsinf  dO r.sinf@ de dx dy
1da, dag
Laplacien vectoriel en cylindrique : 790 9z
2(r.0 1 da, da,
aZAr+i82Ar+62Ar+l%_36—A€_£ a(r, ,Z) cyl. a——y
or? r2 062 022 r Or r? 00 r2) " lé(r.ag) l%
AA7+<62A9+i62A9+62A9+18_A"+30A’7A_9> r_dr_rdo
or? r2 062 022 r Or r2 00 r2 o N r,s;nﬁ 9 e r,s:ne'(():?
0°AF 1 PA*  BPA* 104 a(r,0,¢) | sph. || L do 1oy
+ + — + + = u, r.sin@ dp r odr
82 r? 992 or2 T or ia(g‘*@),i‘zﬂ
r ja r do
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