Révisions d’analvse. Chap. 01 : cours complet.

1. Fonctions réelles ou complexes de variable réell e : limites et continuité.

Définition 1.1 : limite, limite a droite, a gauche en un point d’'une fonction réelle de variable réelle
Théoréme 1.1:  unicité d’'une limite en un point

Théoreme 1.2 : liens entre limite, limite & droite, limite & gauche en un point

Définition 1.2 : limite infinie en un point, limite en oo, limite infinie en oo

Théoréme 1.3:  existence d'une limite et caractére borné de la fonction
Théoréme 1.4: cas des fonctions complexes de variable réelle
Théoréme 1.5: cas des fonctions monotones

Théoreme 1.6 :  dit « des gendarmes »

Définition 1.3 : fonction réelle de variable réelle continue, continue a droite, a gauche en un point

Définition 1.4 : prolongement par continuité d’'une fonction réelle de variable réelle en un point,
prolongement & droite, & gauche en un point

Théoréme 1.7 :  liens entre continuité, continuité a droite, continuité a gauche en un point

Définition 1.5 : continuité d’'une fonction réelle de variable réelle sur un intervalle, sur un ensemble

Théoreme 1.8 :  cas des fonctions complexes de variable réelle

Théoreme 1.9: somme, combinaison linéaire et produit de fonctions admettant une limite en un point, de
fonctions continues

Théoréme 1.10 et définition 1.6 : I'algébre C°(1,K)

Théoreme 1.11: composée de fonctions admettant des limites, de fonctions continues

Théoréme 1.12 : image d’'une suite par une fonction admettant une limite en un point

Définition 1.7 : fonction k-lipschitzienne

Définition 1.8 (hors programme) : fonction uniformément continue

Théoreme 1.13 (hors programme pour le premier point) : lien entre continuité et uniforme continuité

Théoréme 1.14 : des croissances comparées

2. Fonctions réelles de variable réelle : théorémes généraux liés a la continuité.

Théoreme 2.1:  des valeurs intermédiaires
Théoreme 2.2 :  image continue d’un intervalle
Théoréme 2.3: image continue d'un segment
Théoreme 2.4:  monotonie et bijectivité (=)
Théoreme 2.5: monotonie de bijectivité (0 )
Théoréme 2.6 (hors programme) : de Heine

3. Dérivabilité des fonctions réelles ou complexes de variable réelle.

Définition 3.1 : dérivabilité en un point d’'une fonction réelle ou complexe de variable réelle
Théoreme 3.1:  caractérisation de la dérivabilité a I'aide d’'un développement limité
Théoreme 3.2:  cas des fonctions a valeurs complexes

Définition 3.2 : dérivabilité a droite et a gauche en un point
Théoréme 3.3:  lien entre dérivabilité a droite, a gauche et dérivabilité en un point
Définition 3.3 : dérivabilité sur un intervalle d’une fonction réelle ou complexe de variable réelle

Théoreme 3.4:  dérivabilité d’'une combinaison linéaire

Théoréme 3.5:  dérivabilité d’'un produit ou d’un quotient

Théoréme 3.6 :  D'(I,K)

Théoreme 3.7 :  dérivabilité d'une composée

Théoréme 3.8:  dérivabilité d’'une réciproque

Théoreme 3.9: de Rolle

Théoreme 3.10 : des accroissements finis

Théoréme 3.11: dérivabilité par passage a la limite de la dérivée

Théoréme 3.12 : lien entre monotonie d’'une fonction a valeurs réelles et signe de sa dérivée
Définition 3.4 : fonction de classe C*, C*, C” de variable réelle & valeurs réelles ou complexes
Théoreme 3.13: combinaison linéaire et produit de fonctions de classe C" et formule de Leibniz
Théoreme 3.14 : formule de Taylor-Lagrange
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. Fonctions réelles de variable réelle : fonctions

équivalentes, fonctions négligeables.

Définition 4.1 et théoreme 4.1 : fonctions équivalentes entre elles en un point
Définition 4.2 et théoreme 4.2 : fonction négligeable devant une autre en un point

. Développements limités.

Définition 5.1 :
Définition 5.2 :
Définition 5.3 :
Théoréme 5.1 :
Théoréme 5.2 :

. Obtention de développements limités, opérations

développement limité d’une fonction en 0

développement limité d’'une fonction en un point a

développement limité ou asymptotique d’'une fonction en +o

unicité d’un développement limité d’ordre n

forme des développements limités dans le cas des fonctions paires et impaires

sur les développements limités.

Théoréme 6.1 :
Théoréme 6.2 :
Théoréme 6.3 :
Théoréme 6.4 :
Théoréme 6.5 :

utilisation de la formule de Taylor, formule de Taylor-Young

somme, produit par un scalaire, et produit de fonctions admettant des DL,(0)
composition de fonctions admettant des DL,(0)

primitivation d'un DL,(0)

dérivation d’'un DL,(0)

. Développements limités de fonctions classiques.

Théoreme 7.1 :
Théoréme 7.2 :

Exemple détaillé.

développements limités classiques
fonctions tangente, tangente hyperbolique

. Suites de réels ou de complexes.

Définition 8.1 :
Définition 8.2 :
Définition 8.3 :
Théoréme 8.1 :
Théoréme 8.2 :
Théoréme 8.3 :

. Suites de réels.

Définition 9.1 ;
Définition 9.2 ;

Théoréme 9.1 :

Définition 9.3 ;

Théoréme 9.2 :

Définition 9.4 ;

Théoreme 9.3 ;
Théoréme 9.4 :
Théoreme 9.5 ;

suite de réels ou de complexes

suite convergente, divergente

suite bornée

une suite convergente est bornée

combinaison linéaire, produit et quotient de suites convergentes
condition nécessaire de convergence

suite de réels croissante, décroissante, monotone

suite de réels majorée, minorée

équivalence entre suite bornée et suite majorée et minorée
suite réelle divergeant vers +co

convergence des suites réelles monotones bornées

suites adjacentes

convergence des suites adjacentes

dit « des gendarmes »

signe de suites équivalentes en +oo

10. Suites de complexes.

Théoreme 10.1: équivalence de convergence entre la convergence d’une suite et celle de ses parties
réelle et imaginaire

Théoréme 10.2 : cas d’'une suite convergeant vers 0

Théoréme 10.3: utilisation des suites module et argument d’'une suite complexe

11. Suites de réels ou de complexes : suites extrai  tes.

Définition 11.1 :  suite extraite
Théoreme 11.1: convergence des suites extraites d’'une suite convergente

Théoréme 11.2: cas des suites des termes d’ordres pair et impair
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Théoreme 11.3: Bolzano-Weierstrass

12. Suites recurrentes réelles de type : U g = f(uy).

Définition 12.1:  suite récurrente et fonction itératrice
Théoreme 12.1: limites possibles d’une suite récurrente si la fonction itératrice est continue

Théoréme 12.2 : lien entre monotonie de la suite et croissante de la fonction itératrice
Théoreme 12.3: cas ou la fonction itératrice est décroissante

Chapitre 01 : Révisions d’analyse — Cours complet.



Révisions d’analvse. Chap. 01 : cours complet.

1. Fonctions réelles ou complexes de variable réell e : limites et continuité.

Définition 1.1 : limite, limite a droite, a gauche en un point d’'une fonction réelle de variable réell e

Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans R.

Soit a un réel élément de | ou adhérent a | (au « bord » de I).

On dit que f admet une limite en a si et seulement si :
OLOR,O0e>0,0a>0,0x0l (jx—a]<a)= (f(x) —L|<¢).

On dit que f admet une limite & droite en a si et seulement si :
* | n Ja,+x) # [0 (f est définie sur un voisinage a droite de a)
cOLOR, Oe>0,00>0,0x0O1,(0sx—a<a)= (f(x)-L|<e¢).

On dit que f admet une limite & gauche en a si et seulement si :
* | n (-,a] # O (f est définie sur un voisinage a gauche de a)
*JLOR, Oe>0,0a0>0,0x0OI, (-asx—a<0)= (f(x) —L| < ¢g).

Théoréeme 1.1 : unicité d’'une limite en un point
Soit I un intervalle de R, et f une fonction de | dans R.
Soit a un réel élément de | ou adhérent a I.
Si f admet pour limite L en a (limite a droite ou limite a gauche en a), cette limite est unique et est notée

lim f(x) (ou lim f) (lim f(x) et lim f (X) pour les limites a droite et a gauche en a).

Démonstration :
Supposons que f admette deux limites différentes en a, notées L et L', avec : L #Z L.
-y
Soit: €= T> 0. Alors :

eJoa>0,0x0O1 (x—al<a)=(Jf(x) - L|<¢), et:
eHJa'>0,0x0Ol (x—al=a’) = (f(x) = L'| <¢€).

Or comme a est adhérent a | (et par définition), pour : oo = min(a,a’) > 0, Oxe O 1, |Xo — &| < do.

On peut alors écrire : |[L — L’| = |L — f(Xo) + f(Xo) — L'| < |f(xo) — L| + [f(Xo) — L'| < 2.€, ce qui conduit a :
3.£<2.¢, s0it: €<0: impossible.

Conclusion : la limite de f en a, si elle existe, est unique.

Théoréme 1.2 : liens entre limite, limite a droite, limite a gauche en un point
Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans R.
Soit a un réel élément de I.
Lorsque limite de f en a, limite a droite et limite & gauche de f en a ont un sens, f admet pour limite L en
a si et seulement si f admet pour limite L a droite et & gauche en a.

Démonstration :
=]
Sif admet pour limite Lena, alors: Oe>0, Ja>0,Ox 01, (x—al<a) = (|f(x) - L|) <e&.
Donc:Ox0OlL, (0sx—a<a)=(x—al<a)= (f(x) - L| <€), et f admet pour limite L a droite en a.
De méme, f admet pour limite L a gauche en a (pour un € donné, le méme a convient pour la limite a
droite et la limite & gauche).
* [U]
Si f admet pour limite L a droite et a gauche en a, alors pour un réel € strictement positif, on a :
«Joa>0,0x0OlL(0sx—a<sa)=(fx)—L|<¢),et:
edJa'>0,0x0Ol (-a’sx—a<0)= (f(x) - L| <9).
Donc pour : ap = min(a,a’), on obtient : O x O I, (|x — a| < ap) = (|f(x) — L|) < €), puisque (x — a) sera soit
positif, soit négatif, et I'implication sera alors vérifiée dans les deux cas.
Donc f admet bien pour limite L en a.

Définition 1.2 : limite infinie en un point, limite en #oo, limite infinie en #eoo
Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans R.
Soit a un réel élément de | ou adhérent a I.
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On dit que f admet pour limite +o (ou tend vers +w) en a (respectivement -co en a) si et seulement si :
«JAOR, Oa>0,0x0l, (Jx—al <a)= (f(x) = A), pour une limite égale a +, et :
«JAOR, Oa>0,0x01l, (Ix—al £a)= (f(x) < - A), pour une limite égale a -ow.
Si f est une fonction définie d’un intervalle | de type [a,+») ou ]a,+) dans R, on dit que f admet pour
limite L en +oo si et seulement si :
+Je>0,0A0R, Ox=A, [f(X)—L|<e.
La définition s’adapte lorsque I'on parle d’une limite finie en -co.
Enfin, si f est une fonction définie d’'un intervalle | de type [a,+%) ou ]a,+») dans R, on dit que f admet
pour limite +oo (Ou tend vers +o) en +w si et seulement si :
cJADR, OBOR', Ox=B,f(x)=A.
La encore, la définition s’adapte pour parler d’'une limite +oo en *co.

Théoréme 1.3 : existence d’une limite et caractere borné de la fonction
Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans R.
Soit a un réel élément de | ou adhérent a I.
Si f admet une limite finie L en a, f est bornée au voisinage de a.

Démonstration :
Cas ou a est réel :
Soit: € > 0.
Alors: Do >0, 0Ox0Ol, (x—al<a) = (|f(x) —L|<¢) = ([L —g] = f(X) < [L + €]).
Sur le voisinage de a définit par : | n [a—a, a + a], |f| est donc majorée par max(|L — €|,|L + €]), et f est
bien bornée au voisinage de a.
Cas ou: a = +oo.
Soit: € > 0.
Alors : DAOR, OxOL X2A) = (fX)-L|<g) = ([L-€]<f(x) < [L + €]).
La encore, sur le voisinage de +oo défini par : |1 n [A, +), |f| est majorée par max(|L — €|,|L + €]), et f est
bien bornée au voisinage de a.

Théoréme 1.4 : cas des fonctions complexes de varia  ble réelle
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans C, et soit a un réel éléement de I.
On note : f = Re(f) + i.Im(f), ou Re(f) et Im(f) sont des fonctions de | dans R.
Alors f admet une limite en a si et seulement si Re(f) et Im(f) en admettent une en a, et on a alors :

lim (x) = lim[Re(f)(x)] +i.im{Im(f)(x)] .

De plus si ?désigne - f = Re(f) — i.Im(f), f admet une limite en a si et seulement si f en admet une.

Démonstration :
- [=]
Sif admet une limite : L= L, +i.Ly, en a, alors :
Oe>0,00>0,0x0O1 (Ix—al] <a)= (|f(x) - L| <¢).
Or:0z0OC,z=(u+iv),avec: (uv) OR?* ona:|u|<|z|, et:|v] < |z|, donc:
Ox0Ol (Ix—al <a) = (JRe(f)(x) — Ly < |f(x) — L| < g, et: [Im(f)(x) — Ly| < |f(X) — L| < ¢).
Donc Re(f) tend vers L, en a et Im(f) vers L.
* [U]
Si maintenant Re(f) tend vers a en a, et Im(f) vers 3, alorson a :

Oe>0, 00, >0, 0N, >0, 0x 01, (Xx=a] <n5) = (Re((x) — af < % et : [Im)x) = B| < %).

Donc, puisque : 0z OC, z=(u +i.v), avec: (u,v) OR? ona: |z| < |u| + |v|, on en déduit :
Oe>0,0n=min(ny, n2) >0, 0x0O1, (Ix—al<n) = (|f(x) — (a +i.B)| < ¢),

et f admet une limite en a qui est bien [a + i.].

* Enfin, f admet une limite en a si et seulement si Ref(f) et Im(f) admettent des limites en a, donc si et

seulement si Re(f) et —Im(f) admettent des limites en a et enfin si et seulement si f en admet une.

Théoréme 1.5 : cas des fonctions monotones
Soit : | =]a,B[, un intervalle de R, f une fonction de | dans R.
Si f est croissante sur I, alors :
* si f est majorée sur |, f admet une limite en 3 qui est la borne supérieure de f sur I,
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* si f n’est pas majorée sur |, f tend vers +c en f3.

Si f est décroissante sur |, alors :
* si f est minorée sur |, f admet une limite en (3 qui est la borne inférieure de f sur I,
* si f nest pas minorée sur |, f tend vers -c en (3.

Les résultats s’adaptent pour I'étude de f en a.

Démonstration :
Cas ou f est croissante sur I.

* Supposons f majorée sur | et posons : L = supf (X).
xdl

Alors : Ox O, f(x) < L.
De plus: Oe>0, (L —¢€) n'est pas un majorant de f sur | (puisque L est le plus petit des majorant sur I),
donc: Oy Ol f(y) >L—¢.
Mais puisque f est croissante sur I, on en déduit :
esifestréel,alors:da>0, y=B—a,et:0Ox0OI, (x=2y) = (f(x) =f(y) > L —¢).
Autrement dit, danscecas: Ox Ol (-a<x—-B<0) = (-e<f(X) —L<0) = (f(xX) - L| < g),
ce qui traduit le fait que f admet pour limite L a droite en f.
esSi:B=+4oc,alors: Ox0OI, (x2y) = (f(x) 2f(y) =L —¢), soit :
OxOL(xz2y)= (-e<f(x)—L<0)= (|f(x) - L|<¢),
et on obtient cette fois que f tend vers L en +o donc en (.
» Supposons maintenant f non majorée sur |.
Alors : 0O AOR, An'est pas un majorant de f sur | et: Oy O I, f(y) > A.
A nouveau, on distingue deux cas :
esiBestréel,alors: Ja >0, y=B—a,et: Ox0OI, (x=2y) = (f(x) 2 f(y) = A),
ce qui se lit aussi en disant que f tend vers +o en 3.
esi:B=+c,alors: OxOl, (x2Yy) = (f(X) = f(y) = A), et 1a) encore, f tend vers +o en +co donc en f3.
Cas ou f est décroissante sur I.
Il suffit de poser : g = - f, qui est alors une fonction croissante sur |, et les résultats obtenus au-dessus
conduisent immédiatement a ceux attendus dans cette deuxieme partie, en remarquant que :
(f minorée sur I) = (g majorée sur ).

Théoréme 1.6 : dit « des gendarmes »
Soit | un intervalle de R, f, g et h trois fonctions de | dans R.
Soit a un élément de | ou adhérent a | (éventuellement *o).
On suppose que : O x O 1, g(x) < f(x) < h(x).
Si g et h admettent la méme limite L (finie ou infinie) en a, alors f admet une limite en a égale a la limite
commune de g etde hen a.

Démonstration :

Cas ou a est réel et L est un réel.

Soit: € > 0.

Alors :
*Uag>0,0x0l (x—al<ag) = (Jg(x) —L| <¢), et:
e Jap>0,0x0l (x—al<ap) = (f(X) - L| <¢).

En posant alors : a = min(ag, a) > 0, on obtient :
OxOL(x—al<a)= (Jg(X) —L|<¢, et: |h(X)-L|<e¢).

Si on remarque alors que : O x O 1, |f(x) — L| < max(|g(x) — L], |h(x) — L|), on conclut a :
OxOl (x—al] <a) = (Jf(x) — L| <¢), et f admet bien pour limite L en a.

Les huit autres cas (a réel ou égal a o, L réel ou égal a +») se traitent de facon similaire.

Définition 1.3 : fonction réelle de variable réelle continue, continue a droite, a gauche en un point
Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans R.
Soit a un réel élément de |.
On dit que f est continue en a si et seulement si f admet f(a) pour limite en a.
On dit que f est continue a droite en a si et seulement si f admet f(a) pour limite a droite en a.
On dit que f est continue a gauche en a si et seulement si f admet f(a) pour limite & gauche en a.

Définition 1.4 : prolongement par continuité d’'une fonction réelle de variable réelle en un point,
prolongement a droite, a gauche en un point
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Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans R.
Soit a un réel adhérent a |, non élément de | (au « bord » d’un intervalle ouvert).
On dit que f est prolongeable par continuité a droite en a (ou admet un prolongement par continuité en a)
si et seulement si f admet une limite finie L en a.
La fonction f, définie par :
« Ox O, fo(x) = f(x),
* fo(@) =L
est appelée prolongement par continuité de f en a, et f, est alors continue sur [I O {a}].
On définit de fagon similaire, lorsque cela a un sens, les prolongements par continuité a droite et a
gauche de f en a.

Théoréme 1.7 : liens entre continuité, continuité a droite, continuité a gauche en un point
Soit I un intervalle de R, et f une fonction de | dans R.
Soit a un réel élément de |.
Lorsque limite de f en a, limite a droite et limite a gauche de f en a ont un sens, f est continue en a si et
seulement si f est continue a droite et a gauche en a.

Démonstration :
C’est une conséquence immédiate du théoreme démontré au-dessus sur les liens entre limite d’'une
fonction en un point, limite & droite et limite & gauche, en remarquant que :

« (f continue en a) = (LI[T; f (X) =f(a)),

« (f continue a droite en a) = (lim f (x) = f(a)),
* (f continue a gauche en a) = (lim f (x) = f(a)).

<

Définition 1.5 : continuité d’'une fonction réelle d e variable réelle sur un intervalle, sur un ensembl e
Soit | un intervalle (ou un plus généralement un sous-ensemble) de R, et f une fonction de | dans R.
On dit que f est continue sur | si et seulement si f est continue en tout point de |.

On dit alors que f est de classe C° sur I.

Théoréme 1.8 : cas des fonctions complexes de varia  ble réelle
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans C, et soit a un réel éléement de I.
Alors f est continue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues en a.
De méme, f est continue sur | si et seulement si Re(f) et Im(f) sont continues sur I.

Démonstration :
Puisque I'existence d’une limite en un point pour une fonction a valeurs complexes est équivalente a
I'existence d’une limite en ce point pour ses parties réelle et imaginaire, la premiére équivalence en
découle.
Pour la deuxieme, il suffit de remplacer « sur | » par « en tout point de | » et d’appliquer le premier point.

Théoréme 1.9 : somme, combinaison linéaire et produ it de fonctions admettant une limite en un
point, de fonctions continues
Soit | un intervalle de R, f et g des fonctions de | dans K.
Soit a un réel élément de | ou adhérent a I.
Si f et g admettent des limites en a, alors pour tout : (A,p) O R?, (\.f + p.g) admet une limite en a, ainsi
que (f.g) etona:
. Iirr;()l.f + 1.9)(X) =)I.Iirr; f(X) +,u.|inl a(x),
X— X - X

e lim(f.g)(x) =lim f(x).lim g(x) .
. f
De plus, si: lim g(x) # 0, alors g ne s’annule pas sur un voisinage de a, — est définie sur ce voisinage

lim f(x)
et cette fonction admet une limite en a telle que : I|m ( X) =24 ——
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Démonstration :
La démonstration sera faite dans le cas ou a est un réel (les cas : a = £, S’adaptent de ce qui suit).
Notons dans toute la suite : L = limf(x), et: L' = lim g(x).
X-a X-a
« somme (f + g).
£ £
Pour:e>0,0a;>0,0og>0,0x 0Ol (Ix—al] <agp) = (|f(x) - L| < 5 et:(x—al<ag) = (lg(x) - L|= 5
Donc, en posant : o = min(a, ag) >0, ona:
Ox Ol (x—al = a) = (|((+g)(x) — (L+L)| < [f(x) = L| + |g(x) — L[ < ¢),
et on montre ainsi que (f+g) tend vers (L+L") en a.
* produit (A.f).
Si A est nul, le résultat est immédiat puisque la fonction nulle est continue sur |, et si A est non nul :

Oe>0,00>0,0x 01, (x—a] < a) = (f(X) - L| < ﬁ) = (IAHE) = ML) < |/1|.ﬁ = ¢)

ce qui montre la encore que (A.f) tend vers (A.L) en a.

* produit (f.g).

On peut commencer par remarquer que :
Ox 01 |(f.9)(x) — L.L| = [(f(x) — L).g(x) + L.(9(x) — L)[ < [f(x) — L|.[g(x)] + |L]-|g(x) — L.

Puis, comme g admet une limite en a, elle est bornée au voisinage de a par une constante : M > 0, soit :
e Ja;>0,0x 0Ol (x—al <ay) = (Jgx)]| = M).

Soit maintenant : € > 0.

Alors :

e 0a, >0, Ox 01, (X —a] < 05) = (f() — L| s<—— ,

2M
&
2(L[+D "

et, en posant : o = min(ay, 0y, 0z),ona: Ox Ol (x—al <a) = (|(f.9)(x) — (L.L")| < ¢).
On vient bien de démontrer que (f.g) tend vers L.L’ en a.

e dos>0,0x0O1, (x—al<as) = (Jg(x) = L'| <

_ f
e quotient —.

L'
Tout d’abord, si : L' # 0, alors pour : € = | | >0,ona:
Do, >0, 0x0O5L (x—al<0;)) = (Jgx) - L' <€)= (lgx)| =2 |L'| —e=€>0),

. . - 1 2
ce qui garantitque g estnonnulle sur:J=1n [a— a3, a+ a4, et quelle vérifie : Ox 0 J,—— < —

lood] L

F_Lj_ . _ 1 . B _ |

Ensuite : 0 x 0 J, o0 L‘ 900L] Jf(x).L'=g(x).L| 900 JLL(F(¥) - L) + L.(L-g(x)|, et:
o L, 1 B 2 2l |
Ox0J, -—l< JF(x)-L Jg) -L|<=|f(x)-L la(x) - L.
9(x) ‘< (%) |+|g(x).u| l9(x) |<|L.|| (%) |+|L'|2 lg(x) - Lf

Enfin, soit: € > 0.
glL]
e da,>0,0x01, (|x—a|sa2):(|f(x)—L|sT),
&Lt
*Hasz>0,0x 0l (x—al<as) = (Jg(x) = L") < 4|L| ).
f(x) L

Et en posant alors : a = min(ay, a,, az) >0, on constate que : Ox O, (x—a]<a) = (‘— ——‘ <¢g),

9(x) L

: f L
ce qui montre que — tend vers T en a.
g
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Théoréme 1.10 et définition 1.6 : I'algébre C °(1,K)
Soit | un intervalle de R.
L’ensemble des fonctions continues de | dans K forme une algébre pour les lois +, ., x de ¥(1,K).
De plus, pour deux fonctions f et g continues de | dans K, telles que g ne s’annule pas sur I, la fonction

f e .
— est définie et continue sur |I.
g

Démonstration :
L’ensemble C°(1,K) est évidemment inclus dans (1,K), et non vide puisque la fonction nulle de | dans K
est continue sur |, et stable par combinaison linéaire en utilisant le théoréme précédent.
Comme de plus la loi x est interne dans C°(1,K), toujours d’aprés le théoréme précédent, les propriétés
des lois de #(1,K) montrent que C°(1,K) est bien une algébre pour ces lois (et méme une sous-algébre
de (1,K)).
Le théoréme précédent montre enfin également que si f et g sont continues en tout point de | et si g ne

f e : .
s’annule pas sur |, alors — est définie et continue en tout point de | donc sur |.
g

Théoreme 1.11 : composée de fonctions admettant des limites, de fonctions continues
Soient | et J des intervalles de R,f une fonction de | dans R, g une fonction de J dans K.
Si f est continue sur |, & valeurs dans J et si g est continue sur J, alors gof est continue sur .

Démonstration :
Soit:all,b="f(a) OJ, et:c=g(b).
Soit : € > 0. La fonction g étant continueenb: Da>0,0y 0J, (Jly—b]<a) = (lg(y) — c| < €).
Pour cet a, f étant continue ena,ona: 0n>0,0x0O1, (x—al £n) = (Jf(x) — b| < a).
Etdonc: Ox 0Ol (x—alsn)=>(y=f(x)0J,et:|y—b|<a) = (lgly) — c| = [g(f(X)) — c| < €).
Autrement dit, gof admet pour limite : g(b) = g(f(a)), en a.
Donc gof est continue en tout point de |, donc continue sur .

Théoréme 1.12 : image d’une suite par une fonction admettant une limite en un point
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans R.
Soit a un élément de | ou adhérent a | (éventuellement *o).
Si f admet une limite (éventuellement infinie) en a, alors pour toute suite (x,) d'éléments de | qui tend
vers a, la suite (f(x,)) tend vers la limite de f en a.
Si d’autre part, a est élément de |, alors f est continue en a si et seulement si pour toute suite (X;)
d’éléments de A qui converge vers a, la suite (f(x,)) converge vers f(a).

Démonstration :
» Dans le cas ou a est un réel (les autre cas : a = +o, |a encore, s’adaptent).
Soit : € > 0. Puisque f admet comme limite Lena,ona:UJa>0,0x 0l (x—a] <a) = (|f(x) - L| < ¢g).
Soit maintenant (X,) une suite d’éléments de | qui converge vers a.
Alors, puisque : a >0, Ong O N, O n=n,, [X,—al < a, et pour ces valeurs de n : |f(x,) —L| <&
Autrement dit: e >0, Ong ON, O n = ng, |f(X,) — L| <€, et (f(x,)) converge vers L.
* Si maintenant a est élément de |,
[=] si f est continue en a, alors f admet pour limite f(a) en a, et le résultat précédent s’applique.
[0 ] supposons f non continue en a.
Alors: Oe>0,0a>0,0x01, |[x—al <a,et: |f(X)—f(a)] =«.
Soitdonc: OnON, Ox, O, |x,—a| <2, et : [f(x,) —f(a)] = &.
Il est alors clair que la suite (x,) est une suite d’éléments de | qui converge vers a, et (f(x,)) ne converge
pas vers a. Par contraposée, on démontré I'implication réciproque.

Définition 1.7 : fonction k-lipschitzienne
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans R.
On dit que f est k-lipschitzienne, avec : k [0 R, si et seulement si :
O (x,x) O3 [f(x) — ()| < k.|[x = x|

Définition 1.8 (hors programme) : fonction uniformé ment continue
Soit I un intervalle de R, f une fonction de | dans R.
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On dit que f est uniformément continue sur | si et seulement si :
Oe>,0n>,0xx) 05 (x=x|<n) = (f(x) - f(x)| <=

Théoréme 1.13 (hors programme pour le premier point ) : lien entre continuité et uniforme continuité
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans R.
Si f est uniformément continue sur |, elle est continue sur I.
Si f est k-lipschitzienne sur I, elle est uniformément continue, donc continue sur I.

Démonstration :
» Supposons f uniformément continue sur 1.
Soit:a Ol.
Alors : Oe>0, Da >0, 0xx) O (Ix=xX]|<a)= ([f(x) - f(xX)| < ).
En particulier : O x O I, (]x — al < a) = (|f(x) — f(x)| < €), et f est continue en a, donc sur I.
» Supposons f k-lipschitzienne (avec : k > 0, en le remplacant au besoin par une valeur plus grande).

&
Alors: Oe>0, Ja = g O (xx) O (Ix=x| < a) = (f(x) = f(x)] < k.]x = x| < k.a =¢).
f est donc uniformément continue sur |, donc continue sur |.

2. Fonctions réelles de variable réelle : théorémes généraux liés a la continuité.

Théoreme 2.1 : des valeurs intermédiaires
Soit | un intervalle de R, et f une fonction continue de | dans R.
Si f prend des valeurs positives et négatives sur I, f s'annule en au moins un point de I.
Plus généralement, pour a et b éléments de |, f prend sur | toutes les valeurs entre f(a) et f(b).

Démonstration :
» Supposons qu'il existe a et b dans I, tels que : a < b, et : f(a) # f(b), par exemple : f(a) < f(b).
a+b
Posons:ag=a,by=b,et:co= ——.
Alors : f(a) <0, f(b) > 0, et :
« si: f(co) = 0, alors cq est solution du probléme : f(x) = 0,
* si: f(co) > 0, on pose : a; = ag, by = ¢y,
* si: f(co) > 0, on pose : a; = Co, by = by.

a
On constate alors que : ag<a; <b; <bg et:b;—a; :T’ f(a;) <0, f(by) > 0.

Supposons maintenant, pour un entier n donné, qu’on ait construit (ay, ..., an, bo, ..., by) telle que :
e J0<ks<n,f(a) <0, f(by) >0,
*ay<..<a,<h,<...<h,,
b-a
PO =o

On pose alors : ¢, = , et trois possibilités a nouveau se présentent :

a, +b,
2

« si: f(c,) = 0, alors on a trouvé une solution a I'équation : f(x) = 0,

* si: f(c,) >0, on pose : a1 = apn, bne1 = Cp,

e si: f(c,) >0, on pose : aps1 = Cp, bpeg = by,
et donc, soit on a trouvé une solution a I'équation : f(x) = 0, soit on a construit des termes an.1, bn+1 qui
complétent les suites précédentes et vérifient toujours :

b-a

f(an+l) < 01 f(bn+l) > O. do <. an < An+1 < bn+1 < bn <. bo, bn+1 — An+1 :F-
On constate donc qu’'ainsi, soit on trouve une solution a I'équation : f(x) = 0, soit on construit deux suites
adjacentes (a,) et (by) (toutes les hypothéses sont vérifiées), qui convergent donc : a O [a,b].
Puisque de plus a est élément de I, f étant continue en 1, les suites (f(a,)) et (f(b,)) convergent toutes
deux vers f(a).

Enfin: (OnON, f(a,) <0) = (Jirpw f(a,)="f(a)<0), et: (OnON,f(b, >0) = (Jirpw f(b,)=f(a) = 0).

On constate finalement que : f(a) = 0.
Maintenant, si f est quelconque, pour : a<b, dans | :
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* si: f(a) =f(b), il n'y a pas de probleme, et :

« si: f(a) < f(b) (par exemple), alors : O A O ]f(a),f(b)[, la fonction ¢ définie par : O x O I, $(X) = f(x) — A,
permet de montrer (puisqu’elle vérifie les hypotheses précédentes) que : Oc O]a,b[ O I, f(c) = A.
Autrement dit, f prend toutes les valeurs sur | (et méme sur [a,b]) entre f(a) et f(b).

Théoréme 2.2 : image continue d'un intervalle
Soit | un intervalle de R, et f une fonction continue de | dans R.
Alors f(I) est un intervalle de R.

Démonstration :
C’est une conséquence immédiate du théoreme précédent.
En effet, si on note : J = (1), et si J contient deux valeurs a et 3, le théoréme des valeurs intermédiaires
montre que f prend sur | toutes les valeurs entre a et (3.

Théoreme 2.3 : image continue d’un segment
Soit : I = [a,b], un segment de R, et f une fonction continue de | dans R.
Alors f(I) est un segment de R.
En particulier, f est bornée sur [a,b] et atteint ses bornes sur [a,b].

Démonstration :
« Montrons tout d’abord que f est bornée sur [a,b].
Supposons pour cela f non majorée, et donc : O n O N, Ox, O [a,b], f(x,) > n.
Alors la suite (x,) est une suite d’éléments de [a,b].
Or [a,b] est un ensemble fermé et borné, donc compact, et donc on peut extraire de (X,) une suite (Xym)
convergente vers un élément a de [a,b].
Mais puisque f est continue en a, la suite (f(x,)) tend vers f(a).
C’est donc contradictoire avec le fait que : O n O N, f(x,) > n.
Donc f est majorée sur [a,b] (de méme en appliquant & —f ce qu’on vient de faire, on montre que f est
minorée sur [a,b]), et f est bornée sur [a,b].

 Notons maintenant : M = sup f(X), et montrons que f atteint cette valeur M sur [a,b].
xTa,b]

Pour cela: On ON* [M —1] n'est pas un majorant de f sur [a,b] (puisque M est le plus petit de ces
n

majorants) et donc : Ox, O [a,b], M —1< f(xn) £ M.
n

Mais la suite (x,) est encore une suite d’éléments de [a,b] et on peut encore en extraire une suite
convergente (Xyn) vers un élément 3 de [a,b], ou f est toujours continue.

Onaalors: OnON* M -

! ) < f(xym) <M, et en passant a la limite : M < f(3) < M, soit : f(B) = M.
n

On montre de méme, par exemple a l'aide de —f, que f atteint aussi sa borne inférieure m sur [a,b].
 Enfin, image de [a,b] est un intervalle, borné par m et M, f([a,b]) contient les bornes de cet intervalle et
donc : f([a,b]) = [m,M].

L’'image de [a,b] est donc bien un segment.

Théoréme 2.4 : monotonie et bijectivité ( =)
Soit | un intervalle de R, et f une fonction | dans R.
Si f est continue et strictement monotone sur |, alors f permet de définir une bijection fy de | sur : J = (1),
et la bijection réciproque f,™* est continue sur J, de méme monotonie que f.

Démonstration :
Supposons f strictement croissante, quitte a la remplacer par —f.
 Puisque f est strictement monotone, f, est injective.
En effet : O (x,x) O 12, (x < X) = (f(x) < f(x)) = (f(x) Z f(X)).
Puis par définition de J, tout élément de J a bien un antécédent par f, (J est d’'ailleurs un intervalle de R).
Donc f, est bien une bijection de | dans J.
« Montrons que f,* est de méme monotonie que f, et pour cela, soit : o < B, deux éléments de J.
Alors : O(a,b) O 1%, a = f(a), B = f(b).
Si on avait : a > b, f étant strictement croissante, on aurait : f(a) > f(b), soit : a > 3, ce qui n'est pas le
cas. Donc : a<b, et a et B étant distincts, on a bien finalement : a = f;*(a) < fo(B) = b.
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« Montrons enfin que f,™" est continue.
Soit pour cela : yo 0 J, X O 1, f(Xo) = Yo, €1: > 0.
Supposons que Xq he soit pas une extrémité de I. Alors : Oa >0, [Xo—a, Xo + a] O I.
De plus, en posant : o’ = min(a,g), on a toujours : Xo —a’, Xo + a’[ O I.
f étant strictement croissante sur |, on a alors : f(xo — a’) < f(Xg) = Yo < f(Xo + a’), et donc on peut poser :
f(xo—0’) =ypo—ay,avec : 0, >0, et: f(xo + a’) = yo + 0, avec : a, > 0.
Enfin f,* étant strictement croissante sur J, avec : n =min(ay, ay) >0,0na:
OyOJ, (y-Yol<sn) = (Yo—N<Y<Yo+N)= (Yo— A1 Sy < Yo+ 02) = (Xo— o' < g (y) < X0 + ).
Soitdonc : Oy 0J, (ly — Yol <n) = (Ifa™(y) — fo (Vo) < o’ < €).
Autrement dit, f,* est continue en Yo-
Si enfin, xo est une extrémité de |, il suffit d’oublier soit a,, soit a, et on adapte la démonstration.
Finalement, f;* est bien continue en tout point de J, donc continue sur : J = f(l).

Théoréme 2.5 : monotonie de bijectivité ( 7)
Soit | un intervalle de R, et f une fonction continue | dans R.
Si f permet de définir une bijection de | sur : J = f(l), alors f est strictement monotone.

Démonstration :
Supposons f non strictement monotone sur |.
Alors il existe : a < b < ¢, dans I, tels que [f(a) < f(b), et : f(c) < f(b)], ou [f(a) = f(b), et : f(c) = f(b)].
Quitte a remplacer f par —f, on peut supposer qu’on se trouve dans le premier cas.
Si maintenant 'une des inégalités est une égalité, il y a contradiction avec le fait que f est une bijection
de | sur J puisqu’on met alors en évidence deux éléments distincts de | qui ont méme image par f.
On peut alors noter : M = max(f(a), f(c)) < f(b), et le théoreme des valeurs intermédiaires montre que :
e Oxy O[a,bf, f(x1) =M, et :
o Ox, Ob,c], f(x2) = M,
X; et x, pouvant valoir éventuellement a et c.
Mais on a alors trouvé deux éléments distincts de | qui ont méme image par f, ce qui n’est pas possible.
Finalement, f est bien strictement monotone sur I.

Théoreme 2.6 (hors programme) : de Heine
Soit : I = [a,b], un segment de R, et f une fonction continue de | dans R.
Alors f est uniformément continue sur I.

Démonstration :
Supposons f non uniformément continue sur I.
Alors : 0e>0,0a >0, O(x, x) O[ab]? |x— x| <aq, et : [f(x) — f(X)] > «.
Donc: O n ON, O(Xy, Xn) O[a,bl? X, — Xl <27, et : [f(x,) = f(X'n)] > €.
La suite (x,, X',) est alors une suite de [a,b]x[a,b], qui est un ensemble fermé et borné de R?, donc un
compact de R®.
Il est alors possible d’en extraire une suite (X4, X'9m) CcONvergente vers : (a,B) O [a,b]>.
Dans ce cas, (Xyn) converge vers a et (X'ym) converge vers 3 et f est continue en a et en 3.
Si maintenant, & partir de : 0 n O N, [Xsm — Xsml < 2™, on fait tendre n vers +o, on obtient : ja — B| < 0.
Donc: a = L.
Mais de méme a partir de : O n O N, [f(Xem) — f(X'sm)| > €, on obtient : [f(a) — f(B)] = €, soit : 0 > €.
Cette contradiction montre que f est bien uniformément continue sur [a,b].

3. Dérivabilité des fonctions réelles ou complexes de variable réelle.

Définition 3.1 : dérivabilité en un point d'une fon ction réelle ou complexe de variable réelle
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans K, et soit a un réel élément de |.

f(a+h) - f(a)

On dit que f est dérivable en a si et seulement si lim existe dans K.

h-a

Cette limite est alors notée f'(a).

Théoréme 3.1 : caractérisation de la dérivabilité a  I'aide d’'un développement limité
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans K, et soit a un réel éléement de I.
f est dérivable en a si et seulement si il existe : a O K, et une fonction ¢ telle que, pour tout réel h
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vérifiant : (a+ h) O I, on a: f(a + h) = f(a) + a.h + h.g(h), avec : Ihingf:(h) =0.

De plus, si f est dérivable en a, elle est continue en a.

Démonstration :
=]
+ -

Si f est dérivable en a, alors, la fonction : h = fla+h)-f(a)
f(ath)-f(a)
h
Autrement dit, on peut écrire alors : f(a + h) = f(a) + h.f(a) + h.e(h), ce qui donne bien un développement
limité & I'ordre 1 de f en a (avec : a = f'(a)).

* [0]

, tend vers f'(a) quand h tend vers 0, donc

elle s’écrit : =f'(a) + €(h), ou € est une fonction qui tend vers 0 quand h tend vers O.

+ —_
Si maintenant, on a : f(a + h) =f(a) + a.h + h.g(h), alors : @ h; (@) =a + g(h), et lorsque h tend
vers 0, le taux d’accroissement en a tend vers une limite finie o, qui est donc égale a f'(a).

* Enfin, si: f(a + h) = f(a) + a.h + h.g(h), il est clair que : Ihlng f(a+h)=Ilim f(x)=f(a), et f est bien

continue en a.

Théoréme 3.2 : cas des fonctions a valeurs complexe s
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans C, et soit a un réel éléement de I.
On note : f = Re(f) + i.Im(f), ou Re(f) et Im(f) sont des fonctions de | dans R.
Alors f est dérivable en a si et seulement si Re(f) et Im(f) sont dérivables en a, et on a alors :

f(a) = [Re_(f)]’(a) + i.[IrE(f)]’(a).

De plus si f désigne : f = Re(f) —i.Im(f), f est dérivable en a si et seulement si f rest.

Démonstration :
C’est une conséquence du théoréme 1.8.

Définition 3.2 : dérivabilité a droite et a gauche en un point
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans K, et soit a un réel élément de |.

f(a+h) - f(a)
h

existe dans K.

On dit que f est dérivable a droite en a si et seulement si Ihim
~a

Cette limite est alors notée f'y(a).
f(a+h)—-1f(a)
h

De méme on dit que f est dérivable a gauche en a si et seulement si Ihim existe dans K.
-a

Cette limite est alors notée f'4(a).

Théoréme 3.3 : lien entre dérivabilité a droite, a  gauche et dérivabilité en un point
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans K, et soit a un réel intérieur a I.
f est alors dérivable en a si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche avec : f'y(a) = f'y(a).
Dans ce cas on a : f'(a) = fy(a) = f'y(a).

Démonstration :
La encore, c’est une conséquence du théoréme 1.2

Définition 3.3 : dérivabilité sur un intervalle d’u ne fonction réelle ou complexe de variable réelle
Soit I un intervalle de R, f une fonction de | dans K.
On dit que f est dérivable sur | si et seulement si f est dérivable en tout point de I.
La fonction f' ainsi définie est alors appelée fonction dérivée de f.

Théoréme 3.4 : dérivabilité d’'une combinaison linéa  ire
Soit | un intervalle de R, f et g des fonctions de | dans K, et A et p des réels.
Pour un élément a de |, si f et g sont dérivables en a, alors (A.f + u.g) est dérivable enaeton a:
(Af+u.g)(@) =Af(a) +pg'(a).
De plus, sif et g sont dérivables sur |, alors (A.f + .g) est dérivable sur |, etona: (A.f + u.g) = Af + g
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Démonstration :
Méme remarque que précédemment, mais cette fois-ci avec le théoreme 1.9.

Théoréme 3.5 : dérivabilité d'un produit ou d'un qu otient
Soit | un intervalle de R, f et g des fonctions de | dans K.
Pour un élément a de |, si f et g sont dérivables en a, alors (f.g) est dérivable enaetona:

(f.9)'(a) = f(a).9(a) + f(a).g'(a).
De plus, si g(a) est non nul, alors g ne s’annule pas sur un voisinage de a, i est définie et dérivable au

f'(@).9(a)- f(a).9'(a)
(9(a))®

Si f et g sont dérivables sur |, alors (f.g) est dérivable sur | et : (f.g)’ =f.g + f. g’

voisinage de aeton a: (i)'(a)
g

f flg-f
Si de plus g ne s’annule pas sur |, alors — est définie et dérivable sur | et : (— ) M
g 9°

Démonstration :
« Utilisons ici un développement limité de f et de g en a.
Il existe des fonctions ; et g, définies au voisinage de 0 et tendant vers 0 en O telles que :
OhOR, telque : (a+h) 01, ona: f(a+ h) =f(a) + h.f(a) + h.&(h), et : g(a + h) = g(a) + h.g’(a) + h.g(h).
Alors : (f.g)(a+h) = f(a).g(a) + h.[f'(a).g(a) + f(a).g’(a)] + h.e(h), ou on a posé :
e(h) = [g(a).&(h) + h.f'(a).g’(a) + f(a).e(h) + h.g'(a).&(h) + h.f'(a).g4(h) + h.g(h).g4(h)].
Comme il est clair que : Iringe(h) =0, cela montre bien que (f.g) est dérivable en a de dérivée :

(f.9)'(a) = f'(a).g(a) + f(a).g’(a), soit le coefficient de h dans le développement limité obtenu.

. . . 1 .
« On va en fait montrer que sous les mémes hypothéses, — est dérivable.
g

On sait déja (voir le théoreme correspondant sur les limites) que — est définie sur un voisinage de a.
g

Puis on peut écrire un développement limité degena:
g(a+h) = g(a) + h.g'(a) + h.e(h), avec : Igngs(h) =0.

Alors - - ( 1 1 jzg ~hg'(a) ~he(h) _ -g'(a) -£(h)

, au voisinage de a, et lorsque h
—9'(@)
9(a)®

. N . - 1 , .
Ensuite, pour une fonction —, il suffit de I'écrire (f.—), pour obtenir le résultat attendu.
g

g@a+h) g@) h  g@.g@+h g(a)-9(a+h)

tend vers 0, puisque g est continue en a, ce taux d’accroissement tend vers

* Enfin, pour les résultats « sur | », il suffit de remplacer « sur | » par « en tout point de | » et d’appliquer
ce qu'on vient d'établir.

Théoréme 3.6 : D (I,K)
Soit | un intervalle de R.
L’ensemble des fonctions dérivables de | dans K est une sous-algébre de (1,K).

Démonstration :
Avec les théoremes précédents (th 3.4), il est clair que cet ensemble est inclus dans &(1,K), non vide (la
fonction nulle lui appartient), et stable par combinaison linéaire.
De plus, le produit de deux fonctions dérivables de | dans K est encore dérivable sur |, d’apres la encore
les résultats précédents (th 3.5), donc c’est bien une sous-algebre de “(I,K).

Théoréme 3.7 : dérivabilité d’'une composée
Soit | et J des intervalles de R, f une fonction de | dans J, g une fonction de J dans K.
Soit a un élément de |, et : b = f(a).
Si f est dérivable en a et g est dérivable en b, alors gof est dérivable en a et : (gof)'(a) = g'of(a).f'(a).
De plus, si f est dérivable sur | et si g est dérivable sur J, alors gof est dérivable sur | et : (gof)’ = g'of.f.
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Démonstration :
Utilisons a nouveau des développements limités.
On sait que :
OhUOR,telque: (ath) OI,ona:f(a+h)=1f(a)+ h.f(a) + h.e(h), et:
Ok OR, tel que : (b+k) 0 J, g(b + k) =g(b) + k.g'(b) + K.g4(k).
Soit alors : h O R, tel que : (a+h) O 1, et notons : k = h.f'(a) + h.g(h).
On a dans ce cas : g(f(a+h)) = g(f(a) + k) = g(f(a)) + k.g'(f(a)) + k.g4(K).
Or quand h tend vers 0, k tend également vers 0, et donc : g(k) = g(h.f'(a) + h.g¢(h)), tend vers 0.
On peut alors noter cette derniére fonction : g4(k) = €,(h), pour aboutir a :
gof(at+h) = gof(a) + [h.f(a) + h.e(h)].g’(f(a)) + h.e.(h) = gof(a) + h.[f'(a).g’(f(a))] + h.[g'(f(a)).&(h) + ex(h)].
Si enfin, on note : g(h) = g'(f(a)).€(h) + €1(h), on constate qu'on a :
gof(a+h) = gof(a) + h.[f'(a).g’(f(a))] + h.e(h), avec : Ihm?) £(h) =0, autrement dit, gof est dérivable en a

et:

(gof)'(a) = f'(a).g'of(a).
Evidemment, pour f dérivable sur | et g dérivable sur J, il suffit pour obtenir le résultat voulu de remplacer
« sur | » par « en tout point de | » et d’appliquer le résultat précédent.

Théoréme 3.8 : dérivabilité d’'une réciproque
Soit | un intervalle de R, f une fonction de | dans R.
On suppose que f est continue, strictement monotone sur |, donc f est bijective de | sur : J = f(l).
Soit a un élément de |1, et : b = f(a).

1 1

'@ (b))
Si plus généralement f est dérivable sur | et f ne s’annule pas sur I, alors f ™ est dérivable sur Jetona:

_ 1
f)= .
[t f'of *

Si f dérivable en a avec : f'(a) # 0, alors f ™ est dérivableenbet: [f '] (b) =

f 7 (b+k) -7 (b) .

Enfin, si f est dérivable en a, avec : f'(a) = 0, alors le taux d’accroissement ”

« tend vers +o quand k tend vers 0, si f est croissante, et
« tend vers -0 quand k tend vers 0, si f est décroissante.

Démonstration :
Soit donc f, continue et bijective de | sur : J = f(l).
Soitde plus:a ll, et: b=1f(a).
Alors : Ok O R, tel que : (b+k) 0 J, on a: f'(b+k) =a+ h O1, et : k = f(a+h) — f(a).
ft(b+k)-f™*(b) _ h _(f(a+h)—-1f(a) -
k f(a+h)y-f(a) h '
Mais comme ™ est continue, lorsque k tend vers 0, f*(b+k) tend vers : f*(b) = a, et h tend vers 0.
_ 1
'@ f(f(0)
1 _ 1
f'@ f(f'0)
Si par ailleurs, on a : f'(a) = 0, le taux d’accroissement précédent est :
« positif si f est croissante car alors f ! I'est aussi, et tend vers l'infini guand k tend vers 0, donc vers
+00

 négatif si f est décroissante (méme raison), et tend vers -co quand k tend vers 0.

Puis :

Si alors : f'(a) # 0, le taux d’accroissement précédent tend vers :

f* est donc bien dérivable en : b =f(a), et : [ '] (b) =

Théoreme 3.9 : de Rolle
Soit f une fonction de [a,b] dans R.
Si f est continue sur [a,b], dérivable sur ]Ja,b], et telle que : f(a) = f(b), alors : Oc O]a,bl, f'(c) = 0.

Démonstration :
» Sif est constante sur [a,b], alors f' est nulle sur ]a,b[ et tout c dans ]a,b[ convient.
 Si f est non constante, elle présente un maximum et un minimum (distincts) sur [a,b], gu’elle atteint en
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deux valeurs dont 'une au moins est distincte de a et de b.
Notons c cette valeur (qui appartient donc a ]a,b[), et supposons par exemple que cela correspond a un
maximum pour f (si c’est un minimum, on remplace f par —f).
f(x)— f(c . I
Alors : O x O Ja,c[, Mz 0, comme quotient de deux nombres négatifs, et lorsque x tend vers c
X—C

(par valeurs inférieures), ce taux d’accroissement tend vers f'4(c) qui est donc negatif ou nul.

R f(x)—f(c . , :

Ce méme : Ox U]c,b[, Ms 0, comme quotient de deux nombres de signes contraires, et
X—cC

lorsque x tend vers c (par valeurs supérieures), ce taux d’accroissement tend vers f'4(c) qui est donc

positif ou nul.
Enfin, puisque f'(c) est la valeur commune de f4(c) et f'4(c), on a finalement : 0 < f(c) <0, et : f'(c) = 0.

Théoreme 3.10 : des accroissements finis
Soit f une fonction de [a,b] dans R.

Si f est continue sur [a,b], dérivable, sur ]a,b[, alors : Oc O ]Ja,b[, f(b) — f(a) = (b — a).f'(c).

Démonstration :
Notons ¢ la fonction : O x O [a,b], ¢(x) = f(x) — f(a) — A.(x — &),
f(b)-f(a)
b-a
La fonction ¢ est alors définie et continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[, et vérifie : ¢(a) = ¢(b) = 0.
Donc : Oc O Ja,b[, ¢’(c) = 0, soit encore : f'(c) —A = 0.
f(b) - f(a)

Finalement c vérifie : f'(c) = b— soit bien ce que I'on voulait.
—a

et choisissons A de telle sorte que : ¢(b) =0, soit: A =

Théoréme 3.11 : dérivabilité par passage alalimit e dans la dérivée
Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans R, continue sur I.
Soit a un élément de | telle que de plus f soit dérivable sur | — {a}, et f admette une limite L en a.
Alors f est dérivable en a, f'(a) = L, et f’ est continue en a.

Démonstration :
Soit: > 0.
Onsaitque:Oa>0,0x0O1, (x—al<a) = (Jf(x) - L| <¢).
Soitalors: x O 1, telque : |x—a| < a.

Alors : Tc, 0 Jax] (ou Jx.a[), tel que : f(x) — f(a) = (x — &).f(c,), et : w _

L| =|f(cy) —L| e

f)-f@)_,
X—a

On vient donc de montrer que le taux d’accroissement de f en a tend vers L, c'est-a-dire que f est

dérivable en a (éventuellement uniquement a droite ou a gauche) et que : f'(a) = L.

Enfin on peut réécrire alors : L = lerrg1 f'(X),en:0e>0,0a>0,0x01, (x—al<a)= (If(x) -f()| <

Autrementdit: De>0,0a>0,0x01, (x—a]<a) = ( <eg).

€), ce qui exprime bien que f' est continue en a.

Théoréme 3.12 : lien entre monotonie d’'une fonction a valeurs réelles et signe de sa dérivée
Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans R, continue et dérivable sur .
Alors :
« (f est constante sur ) = (f =0),
« (f est croissante sur 1) = (f'=0),
* (f est décroissante sur I) = (f' <0).
De plus, si f' est strictement positive (respectivement négative) et ne s’annule au plus qu’en un nhombre
fini de valeurs, alors f est strictement croissante (respectivement décroissante) sur .

Démonstration :
"= o o |
Le sens direct de ces trois équivalences est immédiat, en examinant par exemple le taux
d’accroissement de f en tout point de I, qui est bien nul si f est constante, positif si f est croissante,
négatif si f est décroissante, et f' en a a les mémes propriétés.
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* [U]
I suffit d’appliquer alors, pour : a < b, dans I, le théoréme des accroissements finis sur [a,b], pour obtenir
les implications réciproques.

« Supposons maintenant f’ strictement positive sur |, et supposons de plus f non strictement croissante.
f(b)-f(a : .
Alors : Da < b, f(a) = f(b), et : Oc OJa,bl, f(c) = % < 0, ce qui est contradictoire.

Donc f est bien strictement croissante sur I.
Le cas ou f’ est strictement négative se traite de la méme facon (ou avec —f).

Définition 3.4 : fonction de classe C !, C¥, C”de variable réelle & valeurs réelles ou complexes
Soit | un intervalle de R, et f une fonction de | dans K.
On dit que f est de classe C! sur | si et seulement si f est dérivable sur I, et f' est continue sur .
Pour : k > 1, on dit de plus que f est de classe C* sur | si et seulement si f est dérivable sur | et si f est
de classe C*' sur I
Enfin, on dit que f est de classe C” sur | si et seulement si f est de classe C* pour tout : k O N.

Théoréme 3.13 : combinaison linéaire et produit de fonctions de classe C "et formule de Leibniz
Soit | un intervalle de R, f et g des fonctions de | dans K, A et 1 des éléments de K.
Soit: n O N O {+co}.
Si f et g sont de classe C" sur I, alors pour tous A et p dans K, (A.f + p.g) est de classe C" sur |, et :
OxOnLOp<n, Af+pg)®Px) = AfPx) + pngPx).

p _ _
De plus le produit (f.g) est de classe C"sur |, et: O p <n, [f.g]® = Z( pjf gt
i

i=0

. f
Enfin, si g ne s’annule pas sur I, alors — est de classe C" sur I.
g
L’ensemble des fonctions de classe C" de | dans K, noté C"(1,K), est une sous-algébre de (1,K).

Démonstration :
« Sif et g sont de classe C" sur |, la linéarité de I'opération « dérivation sur | », permet de montrer par
récurrence sur: 0 <k < n, que : O (A1) O K?, [A.f+ p.g] est de classe C* sur I, pour tout : 0 < k < n, et
que I'égalité proposée est vérifiée.
* Pour f et g de classe C° sur I, on sait déja que [f.g] est continue donc de classe C° sur I.
On a vu aussi précédemment que si f et g sont de classe C* sur |, [f.g] est dérivable sur I, que :
[f.g] = f.g + f.g’, et il est alors clair que [f.g]’ est continue sur I, donc que [f.g] est de classe C* sur I.
Si maintenant f et g sont de classe C" sur |, avec : n > 2, et si on suppose alors que [f.g] et de classe C"*

=3(n- i o L, ) .
sur I, avec : [f.g]"Y = Z( j f . g™ alors comme combinaison linéaire de produits de fonctions
i=0
dérivables sur I, [f.g]"™" est dérivable sur I, et :

ey = S N7 s 0 gy = (VT f e o 4 £ @ good
(If.g]™) Z( i ].(f Q)= Z( . ](f g+ 0.9,

i=0 i=0
n-1 .
On réécrit alors cette somme en : ([f.g]"™?)’ —Z( 1] fO gD +Z( ] fO g,

On écrit alors a part les valeurs : i = n, (premiere somme) et : i = 0 (deuxieme somme) pour aboutir & :

(gl = 110.g© + Z[(n 1} (n| 1j] FO g0 41 £0 g,

o ] ) ) n-1 n-1 n
Enfin, a I'aide de la relation (triangle de Pascal) : 0 1<i<sn-1, | . 1 +| =| |, eten
| = i i

regroupant les deux derniers termes, on termine avec :

i=0
Comme de plus, la fonction précédente est continue sur 1, [f.g] est bien de classe C" sur I.

nn ) )
[f.g]™ = ([f.g]"Y) = Z(I j.f M g™ c'est-a-dire la formule attendue pour : k = n.
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» Si g maintenant ne s’annule pas sur |, — est dérivable sur I.

En procédant a 'aide d’une récurrence identique a la précédente, elle est alors de classe C" sur I, en
f'g-f.g
5 :
g
e Enfin, C"(1,K) est inclus dans &(I,K), non vide puisque la fonction nulle est de classe C” sur |, et stable
par combinaison linéaire et par produit, comme on vient de le démontrer au-dessus.

utilisant en particulier le fait que si f et g sont au moins de classe C* sur |, alors : (—)'=

Théoréme 3.14 : formule de Taylor-Lagrange
Soit [a,b] un segment inclus dans R, n un entier naturel et f une fonction de classe C" de [a,b] dans R,
(n+1) fois dérivable sur ]a,b[.
Alors : Oc O]a,bl,

f(b)=f(a)+(b-a).f'(a)+.. +(b a)

(b a) n+l
(n+1)

(n+l) (C)

f0(@)+

z(b ka) f(k)( a) + (tz fi)' () ©).

Démonstration :

Soit : A O R, et posons ¢ la fonction définie sur [a,b] par :

n+l
Ox0ab], 609 = f(x)-f(@)-(x—a).f'(a)—..- XD g XA A

n! (n+1)!
On peut alors choisir A de telle sorte que : ¢(b) =0
On remarque ensuite que : ¢(a) =0
Puis ¢ est de classe C" sur [a,b], (n+1) fois dérivable sur lab[,et: 00<ks<n, Ox0O[a,b],

(k) - (k) _ £ (k) _ (X_ a) (k+1) _ n—k (n) _ kl n+1-k
00 = £ (x) - 1 (a) Tl F57 (@) (X a)"".f"(a) n+D) 1),( a)" A
De méme, on a : 0 x O ]a,b[, $™H(x) = f™(x) —
Puis, étant donné que : ¢(a) = ¢(b) = 0, il existe : cl Ol]ab[, ¢'(c)) =0
De méme, comme : ¢’(a) = ¢’(c1) = 0, il existe : ¢, O ]a,b[, ¢'(c,) = 0, et ainsi de suite (récurrence) jusqu’a
ce que : Ocner O ]a,b[, 9™P(Cnar) = 0
Cette derniére égalité donne en particulier : A = {3 (c,.,), et en reprenant : ¢(b) = 0, on en déduit :

(0= 1@-6-2.0@ .- 0@-O=A e -0
nl (n+1)!

Si on appelle enfin c le réel c,.1 trouvé, et en réécrivant cette derniere égalité, on obtient I'affirmation
annoncée dans le libellé du théoréme 3.14.

Remarque 3.1 :
Ce résultat s’applique donc en particulier aux fonctions de classe C™* sur [a,b].

Remarque 3.2 :
Il existe également une formule de Taylor-Young avec reste intégral qui sera énoncé dans le chapitre
« Intégration ».

4. Fonctions réelles de variable réelle : fonctions équivalentes, fonctions négligeables.

Définition 4.1 et théoreme 4.1 : fonctions équivalentes entre ell  es en un point
Soit I unintervalle de Ravec : a O 1, (ou : a =+, si | n'est pas majoré (minoré)).
Soient f et g des fonctions définies de | dans R.
On dit que f et g sont équivalentes en a si et seulement si il existe une fonction € définie de | dans R telle
que :
Ox Ol f(x) =g(x).(1 + &(x)), avec : Ixirréllg(x) =0.

Chapitre 01 : Révisions d’analyse — Cours complet. -18-




On écrit alors :  (X)~g(X).

Lorsque f et g ne s’annulent pas au voisinage de a, il est équivalent d’écrire : lim fEX; =1.
x-a g(X
Démonstration :
* [=]
Si: Ox Ol f(x) = g(x).(1 + &(x)), avec : lime&(x) =0, alors : Ox O 1, % =1+ &(X), et comme € tend
X—a g(x
vers 0 en a, il est clair que : lim—— ) _ =1.
x-2 g(X)

« [0]

Si maintenant : lim——= f(x) =1, onpeutposer: OxOI, gXx) = M
x-2 g(x) a(x)

Ox Ol f(x) =g(x).(1 + &(x)), et : Iinlg(x) =0.

-1, eton abien:

Définition 4.2 et théoréme 4.2 : fonction négligeable devant une autre en un point
Soit I unintervalle de R, et soit: a O I, (ou : a =+, si | n'est pas majoré (minoré)).
Soient f et g des fonctions définies de | dans R.

On dit que f est négligeable devant g en a si et seulement si il existe une fonction € définie de | dans R
telle que :

Ox O, f(x) = g(x).€(x), avec : Iinlg(x) =0.

On écrit alors : f(x) =0(g(x)), en a.

Lorsque f et g ne s’annulent pas au voisinage de a, il est équivalent d’écrire : lim fEX; =0.
X-a g X
Démonstration :
Lé démonstration est identique a la précédente.
=]
Si: Ox 0Ol f(x) = g(x).€(x), avec : I|m £(x) 0,alors: Ox 01, % = &(X), et comme € tend vers 0 en
g(x

. : . f(x

a, il est clair que : Ilmﬁ =
x-a g(x)
* [0]
— . f(x f(x .

Si maintenant : I|mL =0, on peut poser : O x 01, gx) = (x) , et on a bien :

x-2 g(x) 9(x)
Ox Ol f(x) = g(x).€(x), et : Ii[r;s(x) =0.

5. Développements limités.

Définition 5.1 : développement limité d’une fonctio nenoO
Soit I unintervalle de R, tel que : 0 [J I.
Soit f une fonction définie de | dans R, et soit : n O N.
On dit que f admet un développement limité a I'ordre n en 0 (ou DL,(0)) si et seulement si il existe :
P O R[X], tel que :
* deg(P) <n,

. Iim(LnP(X)) =0, ou encore : f(x) = P(x) + o(x") = P(x) + x".€(x), avec : lime&(x) =0.
x-0 X x-0

P est alors appelé partie réguliere du développement limité de f en 0.

Définition 5.2 : développement limité d’une fonctio n en un point a
Soit | un intervalle de R, et soit: a [J |
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Soit f une fonction définie de | dans R, et soit : n O N.

On dit que f admet un développement limité & I'ordre n (ou DL,(a)) en a si et seulement si la fonction g,
définiede: J={t0R,a+t0I}dans Rpar: Ot OJ, g(t) = f(a + t), admet un DL,(0).

Soit encore, si et seulement si il existe : P O R[X], tel que :

e deg(P) € n,
e lim( f (Xz — P;;_ a)) =0,0u:f(x)=P(x—a)+o((x—a)") =P(x—a) + (x—a)".ex), ou: lime(x) =0.
X—a X— X-a

P est encore appelé partie réguliere du développement limité de f en a.

Définition 5.3 : développement limité ou asymptotiq ue d’'une fonctionen + o
Soit | un intervalle non majoré de R.
Soit f une fonction définie de | dans R, et soit : n O N.
On dit que f admet un développement limité a I'ordre n en +oo (ou DL,(+)) si et seulement si la fonction

g, définiede: J={t OR, %D I}, dans R par: O0t0OJ, g(t) = f(%), admet un DL,(0).

Soit encore sir et seulement si il existe : P O R[X], tel que :
e deg(P) <n,

. I)!Elg(x”.f (X) - P(%)) =0, ou:f(x) = P(%) + o(x—ln) = P(%) + X—ln £(X), ou : Jirpmg(x) =0.

P est encore appelé partie réguliere du développement limité de f en +co.

Théoreme 5.1 : unicité d’'un développement limité d  ordre n
Soit | un intervalle de R, et soit: a [J |
Soit f une fonction définie de | dans R, et soit : n O N.
Si f admet un DL,(a), alors la partie réguliére de ce développement limité est unique.
De plus, f est continue en a.

Démonstration :

On va faire la démonstration pour : a = 0, quitte a remplacer f par g : h— f(a + h).
Supposons que f admette deux développements limités en O :

Ox 01, f(x) = P(x) + 0o(x") = Q(x) + o(x"), avec : P = > a, . X", et: Q= Y b .X".
k=0 k=0
Si P et Q sont différents, en notant p correspondant au terme de plus bas degré de (P -Q),on a:

P-Q= > (a —b).X" et:a,—b,#0.
k=p

. 1 -
Alors : O x O 1, P(X) = Q(X) = X".(€x(X) — £1(x)), S0t : (€2(X) — £4(X)) = o .kZ(ak -b,).x“".
=p
n
On constate alors que : I)E[r(l)kZ(ak -b,).x"P = a, —b, #0, et comme I)![T?JF vaut 1 ou +oo, il est clair
=p

que (&, — €1) ne peut pas tendre vers 0, lorsque x tend vers 0.

Donc finalement : P = Q, et le développement limité de f en 0 est unique.

De plus, puisque : O x O 1, f(x) = P(x) + o(x") = P(x) + x".&(x), avec : n = 0, il est clair que :
Ixmg f(x) =P(0) = f (0), et f est continue en 0.

Théoreme 5.2 : cas des fonctions paires et impaires
Soit | un intervalle de R, tel que : 0 O |, et | est symétrique par rapport a 0.
Soit f une fonction définie de | dans R, et soit : n O N.
Si f admet un DL,(0) du type : O x O 1, f(x) = P(x) + o(x"), avec : P O R,[X], et :
« si f est paire, alors P est un polynéme pair,
* si f est impaire, alors P est un polynébme impair.

Démonstration :
On suppose donc que f admet un DL,(0) du type : O x O 1, f(x) = P(x) + o(x"), avec : P O R,[X].
Supposons de plus f paire.
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Onaalors : Ox O, f(-x) = P(-x) + (-1)".x".&(-x) = f(x) = P(x) + x".&(X).
Or: Ixiir(l)(—l)”.e‘(—x) =0, donc: Ox O, f(x) = P(-x) + o(x"), constitue un DL,(0) de f.

Comme la partie réguliére d'un tel DL,(0) est unique, on a:
Ox 01, P(-x) = P(x), et cette égalité entre fonctions polynomiales étant valable pour une infinité de
valeurs de x, on en déduit I'égalité de polynémes : P(X) = P(-X).
Le polyndme P est donc pair.
La démonstration s’adapte complétement si f est dans un autre cas supposée impaire.

6. Obtention de développements limités, opérations sur les développements limités.

Théoréme 6.1 : utilisation de la formule de Taylor
Si | est un intervalle de R tel que : a O |, et f une fonction de | dans R, de classe C", avec : n O N, et
(n+1) fois dérivable en a.
Alors f admet de méme un DL,.,(a) tel que : O x O 1,
n+l

n+l £ (k) _

En particulier, si f est une fonction de | dans R avec : 0 O I, de classe C", avec : n = 0, (n+1) fois
dérivable en 0.

f D@ +o((x—a)™).

n+l f (k) 0
Alors f admet un DL,+1(0), égal a: O x O 1, f(x) = Z ( ).xk +0(x") .
k=0
En particulier, si f est de classe C” sur |, alors f admet un développement limité a tout ordre et en tout
point de I.
Démonstration :

Soit : x O 1, et ¢, la fonction inspirée de la démonstration de la démonstration 3.14, soit :
(t-a)" (t-a™
OtOl ¢t = ft)-f(a)-(t-a).f'(@-..— f ™ A,
0.0 = 1)~ (@~ (t-a).f'(a) L R e TR
et on choisit A, tel que : ¢4(x) =0
Dans ce cas, on peut trouver : ¢,, O Ja,x], tel que : ¢,"(c,,) =0

F0(c,,)- " (a)
Cox — @ '

Cette derniére égalité se traduit par : f(c,,) — f(a) — (Cox— a).A =0, et: A =

Comme ™ est supposée de plus dérivable en a, on a :

Ot 0]Jax], ft) = V@) + (t — a).f"(@) + o(t — a),
et donc : A, = f™Y(a) + g(c,, — @), oU £ est une fonction définie sur ]0,x — a], qui tend vers 0 en 0.
Finalement, si on retraduit I'égalité : ¢,(x) = 0, on aboutit a :

: x—a)"™ . o
f(x) = f(a)+(x-a).f (a)+...+ﬁ.f( Y (@) +o((x-a)"™),
. L (x=a)™ y .
puisque le terme final s’écrit : ————.£(c,, —a), et la quantité € tend bien vers 0 quand x tend vers a.
(n+1)! e

Ensuite le cas ou : a = 0, est un cas particulier du cas précédent.
La remarque finale dans le cas d’'une fonction C” sur | est immédiate.

Théoréme 6.2 : somme, produit par un scalaire, et p  roduit de fonctions admettant des DL ,(0)
Soit I un intervalle de R, tel que : 0 J I, et soit : n O N.
Soient f et g des fonctions de | dans R, admettant des DL,(0), et donc telles que :
O(P,Q) O (Ru[X])?, O x O, f(x) = P(x) + o(x"), g(x) = Q(x) + o(x").
Alors (f + g) admet un DL,(0) qui vaut :
Ox Ol (f+9)(x) = [P(X) + Q(X)] + o(x").
De méme, si on note R le polynébme obtenu en tronquant le produit (P.Q) au degré n, alors (f.g) admet
un DL,(0) qui vaut :
Ox O1, (f.9)(x) = R(X) + o(x").
Enfin, pour tout : A O R, (A.f) admet un DL,(0) qui vaut :
Ox 01, AH(X) =A.P(x) + o(x").
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Démonstration :
On suppose donc que f et g admettent des DL,(0) comme indiqué

* Alors:
Ox O (f+9)(X) = (P(x) + QX)) + X".&(x) + X".€4(X).
Or: (P + Q) OR[X], avec : deg(P + Q) <n, et : Iirr(lj(ef (X) +&,(x) =0.

Donc: Ox OI, (f+g)(x) = (P + Q)(X) + o(x").
« De méme, si on note : A = P.Q O R,[X], on peut écrire A, sous la forme : A=R + X".B, ot : deg(R) £ n,
et ou X".B rassemble tous les termes de degré strictement supérieur a n du polynéme A.
Donc on peut alors écrire :
Ox O, (f.g)(x) = (P(X) + X".&(X)).(Q(X) + X".g4(x)) = R(x) + x".€(x), avec :
Ox 01, g(x) = B(X) + Q(X).&(X) + P(x).€4(X) + X".€(X).€4(X).
Or tous les termes dans B sont de degré au moins égal a 1, donc : lerrg B(x) =0.

Et comme il est clair que tous les autres termes constituant € ont une limite nulle en 0, on en déduit :
Iirrg £(X) =0, etdonc que : O x O 1, (f.9)(x) = R(x) + o(x").
X -

« |l suffit d’écrire pour terminer que :
Ox0Ol, AHX) = A.P)(X) + A.x"&(X), et :
(A.P) O R,[X], deg(A.P) < n, et: Iirrg))l.‘ﬁ‘f (x)=0.

Théoréme 6.3 : composition de fonctions admettant d es DL,(0)
Soient | et J des intervalles de R, tels que 0 soit intérieur al et a J, et soit: n O N.
Soit f une fonction de | dans R et g une fonction de J dans R admettant un DL,(0) et donc telles que :
O(P,Q) O (R.[X])? O x O1, f(x) = P(x) + o(x"), O x OJ, g(x) = Q(x) + o(x"),
et telles que de plus : f(0) = 0.
Alors gof est définie sur un voisinage de 0 inclus dans I, et admet un DL,(0).

Démonstration :
» Tout d'abord, puisque f admet un DL en O, f est continue en 0, et : f(0) = 0.
Comme J est un intervalle, et : 0 0 J, il existe : € > 0, tel que : [-&,+&] O J.
La continuité de f en 0 garantitalors que : On >0, Ox O, (]x = 0] £ n) = (f(x) — f(0)| < ¢),
et: 1, =1 n [-n,+n], est encore un intervalle sur lequel gof est définie.

n n
« Notons maintenant: P = > a,.X", et: Q= > b.X".
k=0 k=0

Alors : f(0) =P(0) =0, et : a; = 0.
Alors : O x O1, g(f(x)) = Q(P(x) + x".&(x)) + [P(x) + X".&(x)]".€g(P(x) + X".&(X)).

On a alors : Q(P(X) + X".&(x)) = Zn:bk.(zn: a; X' +x"g, ()" .
k=0 =1

Or si on développe cette derniére expression, on voit apparaitre plusieurs termes, certains polynomiaux
de degré inférieur ou égal a n, d’autres polynomiaux de degré strictement supérieur a n, et enfin des
termes comportant (au moins) un facteur égal a &(x), et dans ce cas également au moins un facteur x",
le reste des facteurs intervenant dans ces termes étant soit en x° soit en &(x)".

Autrement dit, on peut le mettre sous la forme : Q(P(x) + X".&(x)) = R(x) + x".&(x), ou € est une fonction
qui tend vers 0 en 0.

Théoréme 6.4 : primitivation d'un DL ,(0)
Soit I unintervalle de R, tel que : 0 O I, et soit : n O N.
Soit f une fonction continue de | dans R, et soit F une primitive de f sur I.
Si f admet un DL,(0), F admet un DL,.;(0) qui s’obtient en primitivant terme a terme le DL,(0) de f.

Démonstration :
Supposons donc que : O x O 1, f(x) = P(x) + o(x") = P(x) + x".(x), avec : P 0 R,[X], et notons :

Ox0Ol F(x) = jox f(t).dt = J.Ox P(t).dt + joxt“ £(t).dt, qui existe puisque f est continue sur I.

k+1
X

Puisque : P OR,[X], ona: Ox 01, P(X) = > a,.x*, et: jXP(t).dt =Y a,.
k=0 0 k=0 k+1

0 Ruet[X]:
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Montrons que : J.Oxt” £(t).dt = o(x™™h).

Pourcela:0¢&;>0,0n>0,0x01 (X =n) = (Je(X)] < €1).

Donc:Ox0Ol (x|<n)= (ont”.e(t).dt <

e (1) o

<e,.

|X|n+1
Tl)’

autrement dit, joxt” £(t).dt est le produit de x™** avec une fonction qui tend vers 0 quand x tend vers 0.

. n,ooxk
Finalement : Ox 01, F(X) = > a,.
ko k+1

n+1

+ o(Xx

primitivant terme a terme celui de f.

), c'est-a-dire que F admet un DL,.,(0), obtenu en

Théoréme 6.5 : dérivation d'un DL ,(0)
Soit | un intervalle de R, tel que : 0 I I, et soit : n O N*,
Soit f une fonction de | dans R, de classe C.

de f.

Si f admet un DL,(0) et f un DL,,4(0), alors le DL,1(0) de f’ s’obtient en dérivant terme a terme le DL,(0)

Démonstration :

Il suffit de remarquer que f est dans ce cas une primitive de f' sur |, et donc qu’on passe du DL(0) de f' a
celui de f en primitivant terme a terme ce qui est équivalent a dire qu’on passe de celui de f & celui de f’

en le dérivant terme a terme.

7. Développements limités de fonctions classiques.

Théoréme 7.1 : développements limités classiques
Les fonctions suivantes admettent des développements limités a tout ordre n (ou 2.n, (2.n+1)) en 0, et
ces développements sont ceux indiqués.
k n
«OxOR, exp(x)—2—+0(x) 1+x+x—+ +X—+o(x)
= k! 2 nl
305 oy =12k (1 2o,
« Ox OR, cos(x) = -1). +o(x*" -—+..+(- +o(x*"
k=0 2Kk)! 2 2.n)!
n . X2k+1 X3 X2n+1
« OXOR, sinx) = D (-1 2 +0(X™™2) = X ="+ ..+ (-] + 0(x*™"2),
=0 (2k +1)! 6 (2n+1)!
n X2k X2 2n
«OxOR, chx) = Y, +o(x*™) =1+ —+..++ +o(x*™1),
=0 (2.K)! 2 (2.n)!
n X2k+l X3 X2n+l
« OxOR, sh(x) = ) ————+0(X"?) =X+ +...+——— +0(x"?),
= (2k +1)! 6 (2n+1)!
a - {a-1...aa—n+
«DaOR, Ox0O]1+0), (1 +x)° = 1+a.x+&'1).x2 s+ 2@h '(a N*D o s o(x"),
nl
e Ox O]-1,+w), i = Z(—l)".xk +0o(x") =1-x+ X" +..+(-D)".x" +0o(x"),
e Ox O (-o,1[, %ZZX +0(x") =1+ x+x*+...+ X" +0(x"),
k=0
k 1 k X2 n 1 Xn n
o Ox 0]J-1,+0), In(1+x)=2( DT +0o(X") = x——+...+(-D" .= +0o(x"),
k=1 "k 2 n
n k 2 n
e Ox O (-00,1[, IN(1 = x) = —Zx—+o(x”) = —x—X——...—X—+o(x”),
o K 2 n
‘ 2k+1 oe2 X3 2n+l _—
« Ox OR, Arctan(x) = T +0o(X™) = x——+..+(-1". +0(x"7),
b = g( ) 2k+1 ( ) 3 = 2n+1 ( )
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n 2k+1 e X3 2n+1 -
e Ox O]-1,+1[, Argth(x) = +o(X™) = X+ —+...+ +o(x*"
el Argtht) ;2 ( ) 3 2n+1 ( ).
n | 2k+1
o O x O]-1,+1], Arcsin(x) = z 2(k2 k) X +o(x2”+2)—x+£ X_+1_3 X_+ .+ 0(x2™?).
2% (kh)? 2k +1 2°'3 245

Démonstration :
« exp estde classe C”sur R, et: O n ON, Ox OR, exp™(x) = exp(x), en particulier : exp™(0) = 1
Donc exp admet un DL,(0), pour tout : n O N, qui est celui indiqué.

. - . . 7 n
* cos et sin sont de classe C” sur R, et: O n O N, sin®™(x) = sin(x+ n.E), cos™(x) = cos(x + n.E).

En particulier : O n ON,
¢ si:n=2.p, sin™0) = sin(p.m = 0, cos™(0) = cos(p.T) = (-1)",

e siin=(2.p+1),sin™0) = sin(g + p.71) = (-1)°, cos™(0) = cos(g + p.71) = 0.
On en déduit que sin et cos admettent des DL(0) a tout ordre: n [0 N, qui sont ceux indiqués.
* Les DL(0) de ch et sh se déduisent de ceux de exp(x) et exp(-x) sur R, en remarquant que ;

OxOR, exp(x)—z(x) +(-x)".e(-X) = Z( k. o XL(D)e(=x) = Z( k. +o(x)

X —X
etque: OxOR, ch(x) = %,sh(x) = %
e Sionnote: Do OR, Ox 0O]-1,+0), f,(X) = (1 + x)%, alors f, est de classe C” sur ]-1,+») et admet donc
un DL,(0) pour tout : n O N.
De plus :

OnON, Ox OJ-1,4), ) =a.(a = 1)...(a —n + 1).(1L + x)*~", et : f,"(0) = a.(a = 1)...(a — n + 1),
et on en déduit que le DL,(0) de f, est bien celui indiqué.

1 - .
e Pour : O x O]-1,+), f(x) = Trx’ on peut utiliser le DL,(0) précédent pour : o = -1, ou remarquer que :
X

1 ( )n+1

OnON,Ox0]-1,+0 1k x"
M), Y (D" iy

k=0
suite géométrique et que :
(20" _ 0 (D™
1+ X C1+x
. Ici,ona'DxD(-oo+1[ u=-xtdj- 1+oo) et:
1
— == D u* +u".e(u X+ Xx".(-D)".e(-x x* +o(x
1x1+u§() ()Z ()()Z (x").
On peut aussi utiliser directement la somme des (n+1) premiers termes d’'une suite géométrique.
e Pour: O x O (-0,+1[, In(1 — X), et : O x [0 ]-1,+c0), il suffit de primitiver les DL(0) précédents, en
remarquant que pour les deux fonctions, la constante d'intégration est nulle.

, comme somme des (n + 1) premiers termes d’'une

= x".£(x) =0o(x"), ce qui donne bien le DL,(0) annoncé.

= > (=D x* +0(x*), puisque la fonction

est paire.
Donc on peut intégrer la derniére égalité sur R, et on constate ainsi que Arctan admet sur R un
DL.n+2(0), pour tout : n 0 N, en notant que la constante d'intégration est nulle.

e De méme : O x 0]-1,+1[, u = -x* O (-c0,+1[, et en utilisant le fait que : O x 0 ]-1,+1[, Argth’(x) =

X2

on obtient le DL, .»(0), pour tout : n 0 N, en primitivant de la méme fagon que pour Arctan.
1

« Enfin, pour : x 0]-1,+1[, u = -x* 0 ]-1,+1], et donc : =@+ u)_E.

1-x2

1 . C f
Pour:a = —5 on peut appliquer ce qui a été obtenu précédemment.
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Puis 0Nz 1, a0 —1).(a—n+1) = (1) 13..(2n-1) _ (-p" | 123..(2Nn) - ()", 2(2.n)!2 |
2" 2" 24..(2n) 2°".(nh)
_ ] L _qen)z =S (e @R e, S
etdonc: Ox 0] 1,+1[,ﬁ = (L+u) ZO P ) u") = ZOZZK 07 +0o(x*"),

car la fonction est impaire.
Il suffit pour terminer de primitiver ce DL,,.1(0) en utilisant le fait que la constante d’intégration est nulle,
pour obtenir le DL;n.2(0) de Arcsin, pour tout : n O N.

Théoréme 7.2 : fonctions tangente, tangente hyperbo  lique
La fonction tangente admet un DL(0) a tout ordre, et en particulier :
0 x 0 ]-2,+12[, tan(x) = x+£.x3 +£.x5 +£.x7 +0(x’) .
3 15 31t
De méme, la fonction tangente hyperbolique admet un DL(0) a tout ordre et en particulier :
Ox OR, th(x) = x—Lx3r 2y LT +0(x").
3 15 31t
Démonstration :
x* x* X S
sin®) _ X" & T120 5040 °")
On commence par €écrire : O x O ]-172,+172[, tan(x) = = 62 12? 5%40
cos) X X X 7
1-—+_————+0(x")
2 24 72C

2 X4 6
On pose alors : u= ——-——+——+0(x"), qui tend vers 0 quand x tend vers 0.

2 24 72

. 1 1 5 4, 61 7 )
Puis : 0 x D]—N2,+Tv2[ =~ =1+u+u’+Uul +o(U®) =1+ =X+ —x* +—x* +0o(X") , et:
0sx) 1 u 2 24 720

il 2y gy o(x®), en effectuant le produit des

=X+ .
os(x) 3% T15% T35

deux DL,(0) et en utilisant le fait que la fonction est impaire.
Pour la fonction th, on utilise le méme raisonnement, et les calculs sont similaires.

0 x O ]-2,+172[, tan(x) = sin(x). .

Exemple détaillé :
La fonction : x — cos(x + x°), admet un DL4(0), qui vaut :

Ox OR, cos(x + x%) = 1—%.x2 -x3 —%.x“ +0(x*).

Démonstration :
La fonction étant de classe C” sur R, elle admet un DL(0) a tout ordre, et en particulier un DL4(0).

On peut poser sinon : Ox O R, u = x + x% et u tend vers 0 quand x tend vers 0.

2t

) _ u 4
Alors : cos(u) =1 5 + Y +o(u”).
Puis :
e P =x2+ 2.3+ X4,
« u* =x* + x*.P(x), ot P est un polynéme en x de terme constant nul.
Donc P(x) est une fonction qui tend vers 0 en 0 et donc : u* = x* + x*.g(x) = x* + o(x*),
 o(u?) = ut.gg(u) = [x* + x".e(x)].e2(u) = x.[1 + £(X)].€1(u) = o(x*), puisque : Ixing[1+ £(x)].&,(u) =0, étant

donné que lorsque x tend vers 0, u tend aussi vers 0 ainsi que &;.
Finalement :

Ox OR, cos(x + x%) = 1—1.(x2 +2.x° +x%) O o(x*) —1-Lye e e +0(x*).
2 24 2 24

8. Suites de réels ou de complexes, résultats génér  aux.

Chapitre 01 : Révisions d’analyse — Cours complet. -25 -



Définition 8.1 : suite de réels ou de complexes
Une suite de réels ou de complexes est la donnée d’'une application de N (ou d’'un sous-ensemble de N
de type {no, no+1, ...}) dans R ou C.

Elle se note en général (u,) ou (Un)now, OU (U,,)

nzn, *

Définition 8.2 : suite convergente, divergente
Une suite (u,) de réels ou de complexes est dite convergente si et seulement si :
OLOR@uUC),0e>0,0neON,ONn=ng, Ju,—L|<e.
Une suite est dite divergente lorsqu’elle n’est pas convergente.

Remarque :
Les deux suites ((-1)") et (n) sont toutes deux divergentes, la premiére est sans limite, la seconde sans
limite finie, mais méme si on utilise I'expression « elle tend vers +o », cette « limite » est infinie et la
suite est malgré tout dite divergente.
Une expression plus correcte est « (n) diverge vers +oo »,

Définition 8.3 : suite bornée
Une suite (u,) de réels ou de complexes est dite bornée si et seulement si: OMOR, On ON, |u,| £ M.

Théoréme 8.1 : une suite convergente est bornée
Si une suite réelle ou complexe converge, elle est bornée.

Démonstration :
Soit donc (u,) une suite réelle ou complexe qui converge vers L.
Alors, pour:e=1,0n ON,On=ng, lu,—L|<e=1.
Et donc, si on pose : M = max(|uol, |4, ..., U, 4|, [L]+1), ona: O nON, |uy < M.

Théoréme 8.2 : combinaison linéaire, produit et quo  tient de suites convergentes
Soient (a,) et (b,) deux suites réelles ou complexes convergeant vers a et b et a et 3 des scalaires réels
ou complexes.
Alors la suite [a.(a,) + B.(bn)] converge vers [a.a + B.b].
De méme la suite (a,.b,) converge vers [a.b].
Si de plus la limite b est non nulle, alors (b,) est & termes non nuls a partir d’'un certain rang et la suite

a a
— | tend vers —.
[bﬂ J b

Démonstration :
&
eOna:0e>0,0n;ON, On=ny, |lap—al|< —————,et:0On, ON, On=n,, |b,—Db|
2.(a|+1)
D’ou : OO n = ng = max(ny, ny), |[a.a,+B.b,] — [a.a+B.b]| < |al.]an — a] + |B].]bn — b| < €.
La suite [a.(an) + B.(bn)] converge bien vers [a.a + B.b].
* Pour la suite produit (a,.b,), on a: O n 0N, |ay.b, —a.b| < |an|.|bn — b| + |b].]a, — a].
La suite (a,) étant convergente, elle est bornée par M, et donc :
OnON, |a,.b, —a.b] < M.|b, = b| + |b|.|]a, — a].
En adaptant la démonstration du 1, il est alors facile de voir que (a,.b,) converge vers (a.b).

<&
S 2(p+Yy

b
» Si maintenant (b,) converge vers b non nul, alors, pour : € = % >0,0ng ON, On=ng, |b,—b|<e.

b

Donc:0On=ng, |b|<|b—by| +|by,donc: |by|=|b|—|b—-by|=|b|—€= > > 0, et les termes de la suite

(b,) sont non nuls au moins a partir du rang n.
1 1 _|b,—b

b, b |b,b

Puis : O n = ng,

2
< F|bn _b| .

n
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. . . g 1 1
La encore en adaptant la démonstration du 1, on en déduit que | — | converge vers —.

n

. a, 1 . a
« Enfin : b_ = an.b— , et comme produit, elle converge vers B
n n

Théoreme 8.3 : condition nécessaire de convergence
Pour qu'une suite réelle ou complexe (u,) converge, il est nécessaire que (U,+1 — Uy) tende vers 0.

Démonstration :
Si (up) converge vers L, la suite (up+1) converge aussi vers L.
Eneffet: 0e>0,0ng ON, O0n=ng, Juy,—L|<g, et: On=ng, |up—L|<E.
Donc (un+1 — Uy) converge vers : [L —L] = 0.

9. Suites de réels.

Définition 9.1 : suite de réels croissante, décrois sante, monotone
On dit que la suite réelle (u,) est croissante (resp. décroissante, strictement croissante, strictement
décroissante) si et seulement si :
OnON, Upp — Up 2 0 (resp. Uper — Un £ 0, Upsy — Up > 0, Uper — Up < 0).
Une suite réelle est dite monotone (resp. strictement monotone) lorsqu’elle est croissante ou
décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Définition 9.2 : suite de réels majorée, minorée
Une suite (u,) de réels est dite majorée (resp. minorée) si et seulement si :
OMOR,OnON, u, <M (resp. M < u,).

Théoreme 9.1 : équivalence entre suite bornée et su  ite majorée et minorée
Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

Démonstration :
Si (uy,) est une suite réelle bornée par M alors tous les termes de la suite sont encadrés par —M et +M.
De méme,si: OnON,a<u,<b,alors: 0nON, |u| <M =max(|al, |b]).

Définition 9.3 : suite réelle divergeant vers + o
On dit que la suite réelle (a,) diverge vers +o si et seulement si: DAOR, Ong ON, On=ng, a,=A.

Théoreme 9.2 : convergence des suites réelles monot  ones bornées
Une suite réelle croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) converge vers la borne supérieure
(resp. la borne inférieure) de la suite.
Une suite réelle croissante non majorée tend vers +co et une suite réelle décroissante non minorée tend
Vers -oo,

Démonstration :
 Soit (u,) une suite de réels croissante majorée par M.

Alors I'ensemble : E = {u,, n O N} est un ensemble de réels non vide et majoré, qui admet une borne
supérieure que I'on peut noter L.

Soit: € > 0. Comme L est la borne supérieure de E, [L — €] est donc un réel strictement inférieur a L et
n'est pas un majorant de E.

Il existe donc un entier ng tel que : L — e < Uy, -
Or la suite est croissante, donc: 0 n=ngy L—¢€< U, SUn< L, soit: Jup—L| <&

La suite (up) tend bien vers L.
La démonstration s’adapte immédiatement pour une suite réelle décroissante minorée.
» Si maintenant (u,) est une suite réelle croissante, non majorée, alors :

OAUR, Ono ON, A< u, , puisque la suite est non majorée, et étant croissante, on a alors :

Unzno, A< U, <uUy cequiprouve bien que la suite tend vers +co.
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La démonstration s’adapte si la suite est décroissante et non minorée.

Définition 9.4 : suites adjacentes
Deux suites (a,) et (b,) de réels sont dites adjacentes si et seulement si :
* l'une est croissante,
* l'autre est décroissante,
* la suite (a, — by) tend vers 0.

Théoréme 9.3 : convergence des suites adjacentes
Deux suites (a,) et (b,) de réels adjacentes convergent vers la méme limite L.
Si (a,) est croissante et (b,) décroissante, alors: O n O N, ap< a, <L <b,<b,.

Démonstration :
Supposons que (a,) est croissante et (b,) décroissante.
S'il existait un rang N pour lequel on ait : ay > by, du fait de la monotonie des suites, on en déduirait :
OnzN,a,zay>by=b,, dolu:a,—b,=[ay—by] =€>0.
La suite (a, — b,) ne pourrait donc pas tendre vers 0.
Donc on en déduit que : O n O N, ap < a, < b, < b,.
La suite (a,) est donc croissante et majorée par tous les termes de la suite (b,) : elle est donc
convergente et sa limite L comme borne supérieure est donc inférieure aussi a tous les termes de (b,).
De méme, (b,) converge vers L', supérieure a tous les termes de la suite (a,).
Or (a, — by,) tend vers 0 mais aussi vers [L—L"],donc: L=L"
Enfin: On0ON,as<a,<L=L"<b,<bh,.

Théoreme 9.4 : dit « des gendarmes »
Soient trois suites (a,), (b,) et (u,) de réels telles que :
On0ON, a,<u,<b,,
* (ap) et (b,) convergent vers la méme limite L,
alors (u,) converge vers L.

Démonstration :
La suite (a, — b,) converge vers : [L — L] = 0.
Deplus:OnON,0<u,—a,<b,—a, dou: |u,—a,| < |b,—ay|, puis : Ju, — L| £ |u, — an| + |a, — by

£ &
Donc:Oe>0,One ON, On = n, |bn—an—0|s§,et:|an—L|s§,etdonc:|un—L|ss.

Théoréme 9.5 : signe de suites équivalentes en + o

Si (uy) et (v,) sont des suites réelles équivalentes en +, alors u, et v, ont méme signe a partir d’'un
certain rang.

Démonstration :
Onadonc: On 0N, u,=V,.(1+¢n)), avec: lim &(n) =0.
n- +o

1 1 1
Donc, pour : € = > Ono O N, On=ng, |g(n)] < > et: 5 < (1 + g(n)).
Les termes uj, et v, sont donc de méme signe au moins a partir du rang no.

10. Suites de complexes.

Théoréme 10.1 : équivalence de convergence entre la  convergence d'une suite et celle de ses
parties réelle et imaginaire
Soit (z,) une suite de complexes, telle que : O n ON, z, = a, + i.b,, avec : (a,, by) O R?.
Alors (z,) converge vers : L = a + i.b, si et seulement si (a,) converge vers a et (b,) converge vers b.

Démonstration :
Supposons que (z,) converge vers L.

Alors:On0ON,0<|a,—a| < \/(an—a)2+(bn—b)2 =|z,—L|,deméme:0<|b,—b|< |z,—L].

Le théoréme des gendarmes montre alors que (a,) tend vers a, et (b,) vers b.
Réciproquement, si (a,) tend vers a et (b,) vers b, on utilise par exemple le fait que :

Chapitre 01 : Révisions d’analyse — Cours complet. -28 -



OnON,0<|z,—L| = \/(an —-a)® +(b, —b)® <la,—a| + |b, - b], (il suffit d’élever au carré),
pour en déduire, toujours avec le théoréme des gendarmes, que (z,) tend vers L.

Théoréme 10.2 : cas d'une suite convergeant vers 0
Soit (z,) une suite complexe telle que : O n ON, p, = |z,
Alors (z,) converge vers O si et seulement si (p,) converge vers 0.

Démonstration :
Il suffit de remarquer que : O n ON, |pn— 0| = |pn| = Pn = |24| = |20 = O],
pour en déduire immédiatement I'équivalence.

Théoréme 10.3 : utilisation des suites module et ar  gument d’'une suite complexe
Soit (z,) une suite complexe telleque : OnON, z,#0,et: On0ON, z, = ,on.e"gn ,ou:p, OR™, 6,0R.

Si (z,) converge vers L, (pn) converge vers L],
Si (pn) et (6,) convergent, (z,) converge.

Démonstration :
* Une conséquence de l'inégalité triangulaire donne : O n ON, 0 < |p, — L| = ||za| = IL]| £ |Zn = L.
Donc a nouveau le théoreme des gendarmes montre que si (z,) tend vers L, (pn) tend vers |L|.
« On commence par écrire : O n ON, z, = p,.cos(6,) + i.pn.SiN(B,).
Si on suppose de plus que (p,) tend vers p et (8,) vers 6, on utilise alors la continuité des fonctions sinus
et cosinus sur R pour obtenir que (cos(8,)) tend vers cos(0), (sin(B,)) tend vers sin(B) et en utilisant des
produits de suites convergentes ainsi que partie réelle et partie imaginaire, on en déduit bien que (z,)
converge vers [p.cos(B) + i.p.sin(0)].

11. Suites de réels ou de complexes : suites extrai __ tes.

Définition 11.1 : suite extraite
Soit (u,) une suite de réels ou de complexes,
On appelle suite extraite de (u,) toute suite (v,) telle qu’il existe ¢ strictement croissante de N dans N,
verifiant : O n O N, vy = Ugn).

Théoréme 11.1 : convergence des suites extraites d’  une suite convergente
Si une suite (u,) de réels ou de complexes converge, toute suite extraite de (u,) converge vers la méme
limite.
Si d’'une suite réelle ou complexe on peut extraire deux suites convergeant vers des limites différentes,
la suite diverge.

Démonstration :
Soit (u,) une suite réelle ou complexe, convergeant vers L.
Soit : (Vn) = (Ugm), UNe suite extraite de (uy).
Alors comme ¢ est strictement croissante de N dans N, on montre facilement par récurrence que :
OnON, ¢(n)=n.
Puis: 0e>0,0ngON,On=ng, Ju,—L|<e.
Donc:0Onz2ng, ¢(N) 2Nn=ng, €t: [vy—L| =|upm —L| <&
La suite (v,) converge bien vers L.
Quant a la deuxieme proposition, c’est la contraposée de la premiére.

Théoréeme 11.2 : cas des suites des termes d’ordres ~ pair et impair
Soit (u,) une suite réelle ou complexe.
Si (U2, et (Uone1) COnvergent vers la méme limite L, alors (u,) converge aussi vers L.

Démonstration :
Onsaitque:0e>0,0n;ON,On=ny, |upn—L| g, et:On, ON, ONn=ny, |Usnes — L <€
Donc : Ong = max(2.ng, 2.n,+1) ON, O n=ng, |u,— L] <€,
et la suite (u,) converge donc bien vers L.

Théoreme 11.3 : Bolzano-Weierstrass
De toute suite bornée de réels ou de complexes, on peut extraire une suite convergente.
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Démonstration :
» Cas d'une suite réelle.
Soit (u,) une suite réelle dont tous les termes sont compris entre a et b, avec : a<b.
On construit alors par récurrence trois suites de la fagon suivante :
® 3o = Qa, bozb,V():Uo.
e en supposant construits : ag < ... <an, by < ... £ bg, Vg, ..., Wn, tels que :
O0<i<N, a < b, etle segment [a; bj] contient une infinité de termes de la suite (uy),

b —-a
O0<i<N, by —au = |—2a1,
O00<i<N, V= uy O[a, b], ou ¢ est strictement croissante sur [0..N],
a, *+by
onpose:c= 5

L’'un au moins des deux segments [ay, c] et [c,by] contient une infinité d’éléments de la suite initiale.
On retient alors ce segment particulier (si les deux sont dans ce cas, on retient [ay, C]) et on pose ay.1 Sa
borne inférieure, by.; sa borne supérieure.

. b, —a . s
On a bien : ay < ans < bust < by, brsr — aner = % , et [ans1, bnia] contient une infinité de termes de

la suite (uy).
Donc {k > ¢(N), ux U [an+1, bn+1]} €St un ensemble non vide d’entiers naturels, il admet un plus petit
élément que I'on note ¢(N+1), qui vérifie en particulier : ¢(N+1) > ¢(N).
On peut alors poser : Vyi1 = Ugn+a)-
Ainsi, on vient de construire par récurrence une suite (v,), extraite de (u,) telle que de plus :

OnON, a,<v,< b,
Or les suites (a,) et (b,) sont adjacentes et convergent vers une méme limite a, et donc le théoréme des
gendarmes montre que (v,) converge aussi vers a.
» Cas d’une suite complexe.
Soit maintenant (z,) une suite complexe bornée, (a,) et (b,) ses suites de parties réelle et imaginaire.
Puisque (a,) est bornée, on peut en extraire une suite (ay») convergente vers a.
La suite (by() est alors bornée et on peut a nouveau en extraire une suite convergente (Dgyny) vers B.
Mais la suite (aym)) €tant extraite d’une suite convergente, elle converge vers la méme limite a.
Finalement, (z4ny) est extraite de (z,) et converge vers [a + i.3].

12. Suites récurrentes réelles de type : u__ .1 = f(u,).

Définition 12.1 : suite récurrente et fonction itér atrice
Soit f une fonction d’un intervalle | de R dans lui-méme.
On appelle suite récurrente construite a partir de f une suite réelle (u,) telle que :
Uo O R, et: On ON, ung = f(uy).
La fonction f, définie de | dans |, qui établit le lien entre u, et u,.; est dite fonction itératrice de la suite.

Théoréme 12.1 : limites possibles d'une suite récur  rente si la fonction itératrice est continue
Pour une suite récurrente réelle de fonction itératrice f définie de | dans I, si la fonction f est continue
sur |, alors les seules limites possibles de la suite sont les points fixes de f dans |, c'est-a-dire les valeurs
L de I telles que : f(L) = L, et si I'intervalle | est ouvert , les bornes réelles de cet intervalle.

Démonstration :
Puisque : O n ON, u, O 1, que | soit du type ]a,b[, ]a,b], [a,b[ ou [a,b],ona: O nON,a<u,<b.
Donc si (u,) converge vers L, alors:a<L<b.
Doncsoit:L=a,ou:L=b,etsinon:L O]Jab[ Ol
Or la fonction f est supposée continue sur |, donc elle I'est en L si on est dans le dernier cas.
Puisque (uy) tend vers L, (un+1) = (f(un)) tend vers f(L), et on a bien alors : f(L) = L.

Théoréme 12.2 : lien entre monotonie de la suite et croissante de la fonction itératrice
Pour une suite récurrente réelle, si la fonction f est croissante sur I, alors la suite (u,) est monotone .

Démonstration :
Il est immédiat que :
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OnON, (U £ Ups1) = (Uner = F(Up) € f(Ups1) = Une2) €L (Upeg € Up) = (Unsz = F(Unse) < F(UR) = Upe).
Le signe de (un+1 — Uy) est donc constant et la suite est bien monotone.

Théoreme 12.3 : cas ou la fonction itératrice estd  écroissante
Pour une suite récurrente réelle, si la fonction f est décroissante sur I, alors les suites extraites (u,,,) et
(Uz2.n+1) SONt MONOtoONeES.

Démonstration :
Si f est décroissante de | dans |, alors fof est croissante sur I.
Or:On ON, Uz ey = fof(uzn), €t 2 Uz nirye1 = fOf(U2n41), dONnc les suites (u,,,) et (Uzn+1) SONt MoNotones.
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