Intégration (corrigé des classigues).

Calculs d'intégrales sur un segment et de primitive S.
29. a. Tout d’abord f est définie sur R puisque son dénominateur ne peut s’annuler.

1 _ X—a+ib
x-a-ib (x-a)’®+b?*’
forme les fonctions Re(f) et Im(f) sont clairement continues sur R (par opérations).

Donc f admet des primitives sur R, toutes égales entre elles a une constante additive pres.
b. Ensuite ces primitives s’écrivent :

_r X—a+tib 1 2.(x—-a) . X—a .
Ox OR, F(X)—jo(_a)—2+t)2.dX—§.j()(_a)—2+l)2.dX+l.ArCtar(Tj,SOlt.

Puis on peut mettre f sous la forme : Ox O R, f(X) = et sous cette

X—a X—a

F(x):%.In((x—a)z+b2)+i.Arctar( j+C:In|x—/1|+i.Arctar( j+C,avec:C 0cC.

Propriétés de l'intégrale sur un segment.

1
30. f étant continue en O et : 0 < a < 1, on peut penser que : lim jo f(a"t).dt = f(0).
n- +oo

1
Pour montrer ce résultat, on étudie : 0 n O N, jo f(@"t).dt-f(0).

Puisque f est continue en 0, on saitque : D> 0, Da >0, Du O[0,1], (Ju—0] = a) = (|f(u) - f(0)| < ¢€).
De plus (a") tend vers 0, donc pour : a > 0, donné, on sait que : Ong O N, (n = ngy) = (J]a"| € a).
Finalement, pour : € > 0, donné, on peut trouver : a > 0, et: ng O N, tels que :

Onz=ng, [a" <a,et: Ot0][0,1], |a"t| < a, donc : [f(@".t) — f(0)| < €), d’ou :

On = no, E f(a"t).dt - f (0)‘ = ‘ j:[ f(a"t) - f(0)].dt < j:\ f(at) - f (O)dt < g.joldt = ¢,

. 1
ce qui montre bien, en revenant a la définition d’une limite que : lim . f(@"t).dt=f(0).
n— +oo

31. « [=>] La fonction proposée est réelle, et J'b f (t).dt est positive ou négative.
Quitte a changer f en —f, supposons cette intégrale positive.
On suppose donc que : [ ().t = ['|f ®]ct, soit: 0= [ (1) - F(©)].ct.

La fonction qui apparait sous l'intégrale est continue sur [a,b], positive.

Puisque son intégrale est nulle, c’est que cette fonction est nulle, c'est-a-dire : 00 x O [a,b], |[f(X)] = f(X), et f
est dans ce cas positive sur [a,b].

* [0 ] Quitte a changer f en —f, on peut cette fois supposer f positive.

Alors : jb f (t).dt >0, donc : ‘ [ (t).dt‘ = [t =[Ot

32. La fonction f étant de classe C* sur [a,b], ¢ est de classe C? sur [a,b] par opérations et :
Ox O[ab], ¢'(X) = 2.f (x).ja f—(f(x)°= f(x).[z.ja f —(f(x)?].

Si on note alors : O x O [a,b], Y(x) = ZLX f —(f(x))?, yestde classe C' sur[a,b], et :

OxO[ab], ¢'(x)=2F(x)—2.f(X).f"(x) =2.f(x).[L- f'(X)].
Or:

e OxO[ab], f(xX) <1, donc: [1-f(xX)]=0,

« f est croissante sur [a,b] (puisque 'y est positive) et : f(a) = 0, donc f est positive sur [a,b].
Finalement, ’ est positive sur l'intervalle [a,b], donc  y est croissante, et comme de plus : Y(a) =0, on en
déduit que  est positive sur [a,b].
La fonction ¢’ est alors aussi positive sur [a,b], donc ¢ est croissante, et étant nulle en a, elle y reste
positive : on en déduit le résultat voulu.
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33. En notant ¢ la fonction proposée : 0t O R*, ¢(t) =e™ U; f +%), ¢ est définie, de classe C' sur R

puisque f y est continue.
. + iy — bt [ [T a bt — bt e
Alors : DtORY, ¢'(t) = -be .(jof+bj+e @) =e® [f(t) b.jof al.

Donc ¢’ est négative sur [0,T] et ¢ est décroissante sur cet intervalle.
a a t,_a a
De plus : ¢(0) =—, donc: OtO[0,T], #t)<—,dou: [ f <= -=.
plus : $(0) = - 0.7], ¢) < dou: [ f < -7

Si maintenant, on reporte dans 'inégalité que vérifie f par hypothése, on en déduit que :
Ot0O[o,T], f(t)<ae™.

Fonctions définies a I'aide d'intégrales.

34.+ Notons f: t = ————, est définie et continue sur R™, ol elle admet donc des primitives.

Vid +t

2.x t
Si on appelle F I'une d’entre elles, alors : O x > 0, ¢(x) = F(2.X) — F(x) = J. d

JeE+t

2 1
Vexi+2x x+x
Puis | (§'X) 2 0) = (24X +Xx—-V8XF +2X 20) = (4x* +4x28x% +2x) « (2x.2x% -1 <0).

¢ est donc définie sur R** ety est de classe C*, avec: 0 x>0, ¢'(X) =

. 1 _— 1 1
Donc ¢ est croissante sur ]0,— [, décroissante sur ]| — ,+) et elle s'annule en —.

7z 2 7z

¢ étant de plus positive (intégrale d’une fonction positive), elle admet donc une limite finie en 0 et en +co.

1 d 1
Enfin —
J-o Jt

10t
, sachant que .[0_1 converge.
t2

t
converge car f est positive, et : f (t)~

aussicar: f(t)~ 1

dt
VB +t t§

Donc F admet une limite finie en 0 et en +c, d’ol : Iirrg P(x) = Iirrg F(2.X) - Iirrg F(x) =0, ainsi qu’en +co.
X X X

+00
De méme, L

On pourrait pour terminer montrer que ¢’ tend vers +c en 0, donc que ¢, méme prolongée en 0, n'y est
pas dérivable.

» Notons a nouveau f la fonction sous la deuxieme intégrale, qui est définie, continue sur R*.

f admet des primitives sur R™ et sur R*, et la fonction proposée (que I'on notera ¢) est donc bien définie
sur ces deux intervalles.

Puis : O x O R*, ¢(-x) = I_Z'X@.dt = IZXM.du = ¢(x), (changement de variable : u = -t).
=X X u

Puisque ¢ est paire, on va I'étudier sur R**.
Notons alors F la primitive de f qui s’annule en 1 : on peut écrire : 00 X > 0, ¢(x) = F(2.xX) — F(x).

¢ est donc de classe C' sur R*™, et: Ox >0, ¢'(X) = 2F'(2xX) - F'(x) = 2.f (2x) - f(X) = cn(2.x) = ch() :
X
Donc ¢ est croissante sur R™, et puisqu’elle y reste positive, elle admet une limite finie en 0.
ch(x) < ch(t) < ch(2.x)
B St

Deplus: Ox>0,0t0O[x, 2.x], "

, et en intégrant sur [x, 2.X] :

ch(x).In(2) < ¢(x) < ch(2.x).In(2).
On en déduit avec le théoréme des gendarmes que ¢ tend vers In(2) en 0 (ou elle est donc prolongeable
par continuité) et vers +o en +oo,

: X , .

De plus on constate aussi que M tend aussi vers +w en +ow et la courbe présente donc une branche
X

parabolique en +« dans la direction Oy.

Enfin, puisque ¢’ tend vers 0 en 0 (avec un développement limité), le prolongement de ¢ (que I'on notera
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encore ¢) est dérivable en 0 et : ¢’(0) = 0.

0.5
4
0.3
0.2

0 i 3 3 i 3 i v i 3
X X X
At X > jz LU t(t) dt

Nt +t

X

X

Intégrales et zéros.

35. a. Supposons que f ne s’annule pas sur [0,11.
Quitte a changer f en —f, on peut alors la supposer strictement positive (du fait de la continuité).
Dans ce cas, la fonction ¢ : x = sin(x).f(x), est continue sur [0,1], positive, et strictement positive en
dehorsdeOetde Tt
Donc son intégrale doit étre nulle, ce qui n'est pas le cas.
Conclusion : Oa [0 [0,m, f(x) = 0.
b. Supposons maintenant que f ne s’annule qu’en a.
Si f ne changeait pas de signe en a, elle resterait strictement positive en dehors de a, et a nouveau on

ne pourrait pas avoir : J-OH f (t).sin(t).dt =0.
A nouveau, et quitte a changer f en —f, on peut supposer que f est positive sur [a,T], hégative sur [0,a].
Mais alors la fonction @ : x — f(x).sin(x — a), est continue, et positive sur [0,1], et :

jo” f (t).sint - a).dt = cos@). jo” f (t).sin).dt - sin(@). jo” f (t).cos¢).dt = 0.

La fonction Y devrait donc étre identiquement nulle, ce qui n’est pas le cas puisque f ne I'est pas.
Conclusion : f s'annule en au moins une deuxiéme valeur entre O et Tt

Convergence et calcul éventuel d’intégrales impropr es.
36. « La premiére intégrale est convergente.
En effet la fonction sous l'intégrale est définie, continue et négative sur ]0,172], et :

sin(2:x).In(sin(x))~ 2xIn(sin() = 2.x.[|n(smx(x)j +In(x)] @, - 0.

Donc cette fonction est prolongeable par continuité en 0 et I'intégrale converge.
Puis : 0 x 0]0,192], F(X) = J';sin(z.x).ln(sin(x)).dx =2 E,sin(x).In(sin(x)).cos(x).dx =2 f‘“‘x)u.m(u).du.
2 2

. . a2
Doir: F(x) = 2] * wIn(u).du = [u2.In(u))"® [ ® Ldu = sin? (x).In(sin(x)) - =X +%.
Enfin - jgsin(z.x).ln(sin(x)).dx - -limFx)=0-L=-1
0 27 x-o 2 2
« La fonction dans la deuxieme intégrale est définie, continue positive sur Ja,bl.

1 1 1 . 1 1 1
J(x-a).(b-x) 2 ,/(b-a) '(X_a); " J(x-a).(b-x) ©/(b-a) '(b_x); '

Les fonctions considérées étant positives, on en déduit la convergence de cette intégrale deux fois
généralisée.

Ensuite :
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37.

De p|US:DXD]a.b[- (X—a).(b—X):—X2+(a+b)'x_a'b=(b;2aj —(X—a;bj .

dx dx

-a)(b-x) :I b-a)® (_2a*h ?
5] -2
ju soit: F(X) = j \/_—arcsin(J)+C:arcsir(

|mF(x)—I|mF(x) arcsing) —arcsin¢l) = 77.

donc : Ox OJa,b[, F(x) = I\/( , et on peut poser le changement
X

+ —
de variable : x— a+b —(b

2.x—(a+b)j+C
b-a

Finalement:jW
X—a X)

» Pour la derniere intégrale, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur ]0,1][.
1 1

1 1
Xl/z\/Tgxllz’et' 1/2_/1_)(-1~ l-x'

Puis : Ox 0]0,1[, F(x)= j I 2au

Vi-u?

= lim F (x) —Iirr(l) F(x) = 77.

De plus:

ce qui garantit la convergence de l'intégrale.

= 2.arcsin(l) + C = 2.arcsing/x) + C ., avec : x = U’.

D'ou : .[1

dx
X 1= x

» La premiere intégrale est divergente.

: o e . . . 1 1 .
En effet, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur ]0,1[, mais : ——~—, ce qui

3
X3 L-x ° w2

montre que l'intégrale diverge en 0, donc est divergente. Etudier si les intégrales suivantes sont

convergentes, sans en calculer la valeur.

» La deuxiéme est convergente.

En effet, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur [1,+») et I'intégrale est généralisée

en sa borne haute.

Deplus:Ox=1, 0< @+In(x) "™ =expEIn(x).In(L+In(x))) = L

X In(1+(In(x)) *

Et comme : lim In(1+In(X)) = +co, on en déduit que : DA =1, O x = A, In(1+In(x)) = 2.
X — +00

_ 1
Danscecas: Ox=A, 0< (L+In(x))™* <= ce qui garantit la convergence de l'intégrale.
x?

« La troisieme intégrale est convergente.
La fonction sous l'intégrale est définie, continue et positive sur ]0,+), et I'intégrale est généralisée en ses
deux bornes.

1-cos : _ o
Deplus: Ox=1, I =3 (X)I < o ce qui montre que l'intégrale converge en sa borne infinie,
X
. L . - cos(x) 11 .
et un développement limité du cosinus donne : —————— E_l ce qui montre la convergence de
X =
X2

l'intégrale en 0.

» La convergence de la quatrieme intégrale dépend de a.

La fonction sous l'intégrale est toujours définie, continue sur ]0,+) et I'intégrale est généralisée en ses
deux bornes.

. L . In(x - .
Sur 10,1], la fonction est négative et en I'écrivant : x*.In(x) = (_a) , on distingue alors trois cas :
X
In(x N 1 1 .
(-a<1l);pour:-a<y<l,ona: L_a) =[x® V.In(x)].—y = 0[—yj, du faitque :a+y>0, et avec le
X X X

1
théoréme des croissances comparées ; I'intégrale IO x?.In(x).dx est alors convergente.
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In(x) In(x)
X

. 1 _—— .
(-a=1); lafonction sous l'intégrale est alors : , qui admet E.(In(x))2 pour primitive sur R™,

1
et cette primitive n'a pas de limite finie en O : I'intégrale IO x?.In(x).dx est alors divergente.
=In(x) > =In(x)
X

(-a>1); on constate que : 00 x 0]0,1], >0, et par comparaison de fonctions positives,

—a

I’intégralejO x?.In(x).dx est encore divergente.

Sur [1,+00), la fonction sous l'intégrale est positive et se met sous la méme forme que précédemment.
A nouveau on distingue trois cas :
In(x) _In(x) 1 1 . Lo
(-a>1);pour:l<y<-a,ona: (a) = Q— = o(—yj , du fait que : -a—y> 0, et avec le théoreme
X X

+00
des croissances comparées ; I'intégrale L x?.In(x).dx est alors convergente.

+00
(-a=1); la méme primitive qu’au-dessus montre que .[ x?.In(x).dx diverge.
In(x) In(x)
—% 2 x
Conclusion : cette intégrale est toujours divergente.
Remarque : en +oo, il suffisait d’étudier ce troisiéme cas, seule possibilité de convergence de l'intégrale, au
vu de I'étude faite en O.

(-a<1);onaalors:Ox O[1,+0), >0, et l'intégrale j x?.In(x).dx est encore divergente.

38. Ici, on peut penser a calculer directement une primitive puisque la valeur des intégrales est demandée.
Néanmoins :

. Sre e s e . " X2+ 2 1
« La fonction sous la 1° intégrale est définie, continue, positive sur [2,+©), et : ~—
X(X=D.(x2+1) + x

garantit que l'intégrale est convergente.
1 1 x-1

3
2x1 2x+1

Puis on utilise une décomposition en éléments simples et :

X2+2 _ E
x.(x—l).(x2+1) X
On en déduit que :

X2+ 2 1
Ox=2, F(x):j =—2In(x)+— In(x - 1)+ In(x* +1) - =.arctank) + C .
x(x-1).0¢+1) 2
2+
Finalement : =1im F(x) - =-—+2In(2) ——.In(d) + —.arctang).
X+ 2 = lim F()-F @) = -2 +2In(2) - L.In(5) + =
2 x(x D. (x2+1) X oo 4 4 2

 Attention dans ce cas a distinguer la valeur : a = 1, pour laguelle la fonction est définie, continue de signe
constant sur ]0,1[.
Pour toutes les autres valeurs, la fonction est définie, continue de signe constant sur ]0,1].

1-x 1 1
Danstouslescas: ,|[— ce qui garantit la convergence de l'intégrale (en 0).
X x-ao a \/_
. L o, 1-x 1 1 L
Si:a=1, l'intégrale est aussi généralisée en 1, et : : ~= , d'ou a nouveau la

X X-11t 1-x
convergence de l'intégrale, cette fois-ci en 1.

2 —
Puis : Ox 0]0,1[, F(X) = I 1-x & 5 2u >-.du, avec: u= 1—X
‘x-a (u +1).(A-a)—-au”) X
On écrit alors : 2 __ 2.(a—1).2; :
(u? +1).((1—a)—a.u) u?+1 au®+(a-1

Puis : F(x) = 2.arctan() - 21/ 1arctar{u,/ a j+C.
a a-1

On termine avec les limites de F quand x tend vers 0 et 1, soit quand u tend vers +w et O et :
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1-x dx a-1 a-1
I - |T=|,|— -1|m.
X x-a a a
* Pour cette derniére intégrale, la fonction sous l'intégrale est définie, continue positive sur [1,+©), et :

1 1
—, Ce qui garantit la convergence de l'intégrale.

X. lx2+ +oo =

Puis : Ox =1, F(X) =j , en utilisant les changements de variable

dx  _ j du _1 J» 3v.av
x¥xe+1 *2uifu+l 27 V-1
successifs : u=x% puis: V=+/U+1.

On décompose alors la fraction en éléments simples et on integre classiquement pour obtenir :

F(X) = In(v 1)—— In(v® +v+1)+§ arcta {2'://;1}.

Quand x vaut 1, v vaut \/E et quand x tend vers +oo, v tend vers +oo,
En calculant les valeurs ou limites de F en ces points on conclut avec :

dx _m3 1 V3 23/2+1
1 Xm " |(J_ 1)+ |n(JZ+J§+1) —at{ 7 J

Série numeérique définie a I'aide d’'une intégrale.

w Ot vs |,
. * - .
39. On pose, pour : n O N*, u, jo —(1+t3)” , et:vy,=1In(n™".uy).
a. Pour : n = 1, l'intégrale définissant u,, est évidemment convergente avec un équivalent en +co,
L .y : . A dt t t°.dt
Puis si on effectue une intégration par parties, alors :j = |t 3.n.j — o
0 (1+t7) @+t9)" 0 (1+t7)

+00 3 +o00 3 -
dt 3-”-L t*dt 3.nj (t +1-1).dt

et en faisant tendre A vers +o, on obtient : I ) m =3n.| )™
+ +

0 @+t?)"
Soit : Uy = 3.n.(Uy — Upe1).
2.71

343
_ n-1 n-1
Donc: u,, = 3'2n1.una puis:0n=2, u, :( Mj U(‘l ng 1} 32\/73
j+|n( j In(1+ 1j+ln[1—ij,
n 3.n
1 1 1 1 1 2
1" 52 9 2| a." PEA el It
n 2n? n 3n 18n n‘ J+> 9n

La série proposée converge donc et (v,) converge aussi vers une limite L.
1

3 K
Donc (n3.u,) tend vers etet: u, ~—, donc la série ZU diverge, et la série Z— converge.
+o00 n3 pe) n
Pour la derniére série, elle est alternée (les u, sont positifs), la suite (u,) décroit (qQuestion a) et tend vers
0 (question b), donc le critere spécial garantit sa convergence.

c. Pour la somme de la derniere série, on a :

L ke w1 -1
sonss =g L a0 e

La partie indépendante de n est une intégrale convergente : montrons que l'autre partie tend vers 0.

w 1 (-1
| —— | .dt
IO 2+t° (1+t3]

De plus, avec une décomposition en éléements simples : u, =

1
b. Classiquement: 0n=1, v, -V, = 5 (

et avec un développement limité : v, =V, =

n

Wl 3I

+o00 1 1
Pourcela: Onz=1, = IO

1 : .
T s——-dt <—u,, etl'expression tend bien vers
2+t° (@+t3)" 2
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0 en +oo,

+00 ~ +oo 1 +00 %/E %/E 77:%/5
. _\n-1 _ = _ =— ==
Donc : ;( ", —J-O ST .t —jo YOI .du 5 U, N

Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, av  aleurs complexes.
40. Le probleme d'intégrabilité de cette fonction est lié aux deux bornes de l'intervalle d’étude.

een0: ‘\/;f (x)‘ < g.&.|ln(x)| [}, - 0, ce qui garantit I'intégrabilité sur ]0,1].

In(x)

3
X2
Ces comparaisons entre fonctions positives garantissent I'intégrabilité de f sur [1,+) et finalement sur R™.

e en +oo, on utilise la propriété : 0 x > 0, ]—21— Arctan(x) = Arctar‘(ij : f(x )
X

41. a. La fonction proposée (qu’on notera f) est définie, continue, positive sur R™.
En 0, un développement limité montre qu’on peut prolonger f par continuité avec : f(0) = b — a.
La fonction est donc intégrable sur ]0,1].
En +o, Le théoréme des croissances comparées montre que x°.f(x) tend vers 0.
Donc f est intégrable sur [1 +oo) et finalement sur R™.

b. Comme proposé : j —F(e),0u F

est une primitive de la fonctlon mtegree).
Effectuons le changement de variable : t =a.x (ou : t =b.x) et :

e a.A e bA@ beg™ b.ag

L dx=[" j —dt_j —dt-[" .
—t
On remarque alors que J- — dt converge donc que : J- dt —J- AT dt —.[ AT'dt , tend vers 0
a.

guand A tend vers +oo.
. ebel pe@™ ~ . be@™ ~
Enfin: e b“g.j 2 dt sj' € dt<e j =.dt, soit: e™®¢ In(bj I € d<e ”.In(gj ,etle
a.st a.£ t ag a a.g t a

L - . b
théoréme des gendarmes montre que la quantité encadrée tend vers In(— quand € tend vers O.
a

) oo e—a.x _ e—b.x b
Finalement :J. - dx=In| =|.
0 X a

Semi-convergence.
42. a. Les deux fonctions intervenant dans les intégrales sont définies, continues sur R".

puis : ["sinpe).ax= [ 2 g, {‘COS@')} _%.LAZCOSS(J)_dU

2:lu 2:Ju

Le crochet a une limite finie lorsque A tend vers +oo.

u2

De plus J- ;(J) .du est absolument convergente, donc convergente, ce qui garantit que I'expression
u2
au-dessus a une limite finie en +co.

Finalement l'intégrale IO sin(x?).dx est convergente.

Le raisonnement est identique pour IO ) cos(x?).dx.

b. Puisque cette intégrabilité sur R" est équivalente a celle sur [\/_ JT ,+0), on va I'étudier sur cet intervalle.
nr|sin@)|

.du
2Ju

Pour cela, on étudie : O n =2, F(vn.) = .[ |S|n(x2)|dx .[
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Puis comme dans I'étude de l'intégrale de Dirichlet, on peut minorer avec :

nn|S|n(U)| 7 sin(v)
F(/nm) = j "|sin(x?).dx = j Z [ N dv> Z
Si la fonction proposée était mtegrable sur [\/7_7 ,+00), alors la quantité precedente aurait une limite finie
quand n tend vers +o, ce qui est impossible puisqu’elle est minorée par une somme patrtielle de série
qui diverge vers +oo.
La fonction n’est donc pas intégrable sur R* et le principe est le méme pour I'autre fonction.

Fonctions définies a l'aide d’intégrales généralisé es.

43. a.

44, Pour x réel, on pose : f(X) = J.O

a.

45, a.

. On constate ensuite que : D1 <a<b,01<t,

Pour tout réel a, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur [1,+o).
Si:a <0, lafonction sous I'intégrale a une limite finie non nulle en +c donc I'intégrale diverge.

. 1
Si:a>0,ona: —, et l'intégrale converge si et seulement si: a > 1.

1+
Finalement : @ = ]1,+oo).

- < ———, et comme les intégrales convergent, on
t"+1 t°+1
peut intégrer sur [1,+), ce qui donne : f(b) < f(a), et f est bien décroissante sur [1,+).
Comme de plus la fonction intégrée est positive, f est elle-méme positive.

Etant décroissante, on a ainsi la garantie gue f admet une limite finie (positive) en +oo.

()j———

Le théoreme des gendarmes permet de conclure que f(a) tend vers 0 quand a tend vers +oo,

Maisde plus:Oa>1, 0< lm

xl

t
Pour x réel, notons ¢y la fonction sous l'intégrale : elle est définie, continue, positive sur ]0,1].
x-1

1 i:1-x<1,soit:0<x.
1+to

De plus:

y-1 x-1

Puis: 00<x<y, 0t0]0,1], !
1+

, et les intégrales étant convergentes, on peut intégrer sur

10,1] pour obtenir : f(y) < f(x).

x-1 X 1
.Puis: Ox>0, f(x)+ f(x+1)= jt— jt‘ldt—{t_} =1_
X |, X
. On peut ainsi écrire : 0 x> 1, 1: f(X)+ f(x+)<2f(x),et: 2f(X) < f(x-1+ f(x):—ll.
X X_

_1
2.(x-1)

Le théoréme des gendarmes permet d’en conclure que : f (X) ~ 2—
X

Donc:Dx>1,is f(x)<
2.X

. Puisque f est décroissante, f(x+1) a une limite finie lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures.

Donc a partirde : 1= x.f (x) + x.f (x+1), si on fait tendre x vers 0, (x.f(x+1)) tend vers 0, et (x.f(x)) tend
vers 1.

Conclusion : f(x) P

-t
o +o @ : , . g : "
L’intégrale J-1 T.dt est convergente, puisque la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive

o 1
sur [1,+0), et elle est négligeable devant —- en +oo.
t
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46. a.

—t
.y +o @ .
Donc : O x >0, l'intégrale I T.dt est également convergente.
X

—t
i +o @ , : , . g
En revanche, l'intégrale '[0 T.dt est divergente en 0, puisque la fonction sous l'intégrale est définie,

. i e’ 1
continue, positive sur ]0,+) et : TEI
Donc f est définie sur R™* (les valeurs x négatives sont interdites, puisque la fonction a intégrer n’est
plus définie sur I'intervalle Jx,+)).

. I suffit d’écrire que : O x>0, f(x) = '[ —dt—j—dt

f apparait alors naturellement comme I'opposée d’'une primitive de fonction continue sur R™.
e

—X

A ce titre, elle est de classe C' sur R™et: Ox>0, f'(X)=-

-t

L. e - o .
.Onpeut écrire: O0x>0,0x<t, 0< X.T < e, donc en intégrant sur [x,+), on obtient :

Ox>0, 0sxf(X) < rm e™.dt = e, donc le théoréme des gendarmes donne : lim (x.f (x)) =0.

Lot =-1n0o + [ o).t

- _ e xe" pet ol 1€
Puis: Ox >0, f(X) —L Tdt _L Tdt, et: LTdt —J‘det + y
1
Or jo¢(t).dt converge puisque la fonction sous l'intégrale a une limite finie en 0.

-t
Donc : x.f (X) = xC - X'J; eT.dt =xC - xIn(x) + X.L @(t).dt, et quand x tend vers 0, (x.f(x)) tend vers 0.

. Pour : 0 <a<b, on peut intégrer par parties et écrire :

b b_ [Py £ b, P4
j f (x).dx =[x f(x)]° —j x.f1(x).dx =[x f(x)]° +j e .dXx.
Puisque toutes les quantités qui apparaissent ont une limite finie quand a tend vers 0 et b vers +o, on
conclut que : J:m f(X).dx=0-0+ J:w e .dx=1.

.dt ainsi que toute intégrale

= sin(t)
t

N
L'intégrale de Dirichlet est convergente donc également L

+o Sin(t)
L=

X

dt, pour : x >0, et f est définie sur R™.

Puis: Ox>0, f(x)= Jﬂw%(t).dt = Jjw%(t).dt —J.lx%(t).dt , et sous cette forme, f est bien de classe
X

C' sur ]0,+w), comme I'opposée d’une primitive de fonction continue sur ]0,+).

De plus: Ox>0, f'(x) = _SinX) :

. Soit: A> 0.

Alors : jOA £ (x).dx = [x.f (Q)]* - jOAx.f "(x).dx = Af(A) + J'OAsin(x).dx = Af(A) —cos(A) +1.

D’autre part : f (A) = [M} - IHO COS() dt = COS(A) _ jﬂo Cojt) .dt, etdonc:
t |, Ay

A t?

A B _ : B _ar=cost) . . ~cosf)
jo f (x).dx = A f (A) —cos(A) +1= cos(A) - cos(d) +1 AjA = dt=1 AjA t—z.dt .
Montrons enfin que le dernier produit tend vers 0 quand A tend vers +oo.

Pour cela : AJ. COS@ dt = {sz(t)} + 2.A'[+m£3(t).dt = —M+2 A sm(t) dt, etenfin:
t A At A t t2
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I+oo A Sln(t) t‘ < v[+oo A |S|n(t)| dt < i dt :1_
At 2 At t? At A

. +o COS
Conclusion : AJ-A 0

A
.dt tend bien vers 0 quand A tend vers +co, et J.O f (x).dx tend vers 1, toujours

quand A tend vers +o ; on a donc : J-Om f(x).dx=1.

Remarque : toutes les intégrations par parties et les majorations faites ici sont justifiées par la
convergence des intégrales qui apparaissent.
c. La fonction (qu’on notera ¢) se prolonge en effet sur IR, en posant classiqguement : ¢$(0) =

Danscecas,ona:Ox0OR, f(x)= J.+°°¢(t).dt , est une intégrale généralisée en sa borne haute, de
X

méme nature que L+w¢(t).dt qui est convergente.
Donc f se définit sur R, et en appliquant la relation de Chasles a cette intégrale, on a :
OxOR, f(X) = jl " B(0).dt - jl “$(t).dt, d'ou f est de classe C!sur R, et f'(X) = —@(x) .

Comparaison série-intégrale.

47.

48. «

49.

. - , . 1
u, étant le reste d’'une série de Riemann convergente (pour : o = 2), on saitque : U, ~——.—— =—.

Donc la série ) u, diverge.

nx1

Pour:a<0,alors:0On>e, u, = (In(n)) , et la série ZU diverge.
n n=3
* Pour:a>0,lafonctionfy: t—> —a, est positive et décroissante sur [e,+©).
t.(In(t))
Donc la série ZUn et l'intégrale rw f, (t).dt sont de méme nature.
n=3 €
Orsi:a=1,alors: j f(t).dt = j |—() dt =[In(In())]* = In(IN(X)), qui tend vers +co en +oo,
- In(x)

X X In(x) a+l
etsi:ail,alors:.[fa(t).dtz.[#.dt:.[ ﬁz u = ! ) 1 - 1|, quiaune

e e t.(In(t))” 1ouf —a+l| 1-a { (In(x))”

limite finie en +c si et seulement si : o > 1.
Conclusion : la série ZUn converge si et seulement si: a > 1.

n=3

La fonction f : t — (In(t))?, est croissante sur [1,+c).
Donc : Ok =1, on peut alors écrire : Ot O [k,k+1], (In(k))* < (In(t))? < (In(k +1))?, puis en intégrant et en

n+l

sommantde 1an (avec:n>1): S, = Zn:(ln(k))2 < Ln+l(ln(t))2.dt < Zn:(ln(k +1)2 = (In(k))> =S,.,

. n 2 n+l 2
Dou:Onx1, jl (In(t))2dt<S, < jl (In(t))%.dt .
A l'aide d'intégrations par parties, on obtient :

_1 1
On=>1, jn (In@))%.dt =n.(In(n))* - 2n.In(n) +2n+2,et: u, = —~—"—
1 S, ™ n (In(n))®
Par comparaison de séries a termes positifs, I'étude des séries de Bertrand montre que la série
> u, converge.

n=2

Autour des équations différentielles.
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50. a. C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre et donc, on procéde en
deux temps :
« I'équation homogene associée a pour solutions les fonctions y données par :

0 x 0]0,+0), y(X) =C.e*, avec: C OR.

« on cherche une solution particuliere de I'équation complete, a I'aide de la méthode de variation de la
constante, ce qui conduit a :

y(x) = C(x).e*, avec C dérivable sur ]0,+»), et y est solution si et seulement si :
C'(x).€* =In(X), soit: C(X) = Lxln(t).e’t dt+K,ot:KOR.
Finalement, les solutions de I'égquation sont les fonctions de la forme :
0 x 010,+%), y(X) = e*.(jlxln(t).e" dt+K), avec: K OR.

b. Une solution sera bornée (sur ]0,+)) si et seulement si elle admet une limite finie en 0 et en +o
(théoreme de sup).
Soit donc y une fonction parmi les fonctions trouvées au-dessus.

- X -] . - -
 en 0, y admet une limite finie si et seulement si : |IrT(])L In(t).e™.dt existe et est finie.
X

1
Ceci revient a examiner la convergence de l'intégrale J.O In(t).e™ .dt.

Or la fonction sous l'intégrale est définie, continue sur ]0,1], négative, eten0Oon a: Iirrcl) \/f.ln(t).e_t =0,
to

a l'aide d’'un équivalent de I'exponentielle et du théoréme des croissances comparées.

Donc lintégrale est convergente et y admet une limite finie en 0 (pour toute valeur de K).

e en +owo, e* tend vers +o,

Donc si on veut que y ait une limite finie en +, il est nécessaire que la parenthése tende vers 0.

Or l'intégrale '[lmln(t).e_t .dt est convergente.
En effet, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur [1,+w) et : lim t*.In(t).e™ =0, du
t - 40

fait du théoreme des croissances comparées.
Donc si y est une solution bornée, elle vaut :

0x>0, y() =" ([ In) e at - (). dt) = —e* [ In(t) e .
Vérifions pour terminer si cette fonction a une limite finie en +o, et pour cela :
0x>1,0t2x In(x)<In(t), donc : In(x).e™ <In()e” ,et:[ In(x)e™dt< " In(t)e™ dt.
X X

Donc aprés calcul de la premiére intégrale : In(x).e™ < J-mln(t).e_t dt, et: In(x) <|y(x).
X

Donc y tend vers - en +oo, et n'a donc pas de limite finie en +co.
Conclusion : il n’y a pas de solution bornée sur ]0,+) a cette équation différentielle.

51. Notons : 00 x O R, h(x) = f'(x) + a.f(x).
Alors f est solution de I'équation différentielle : y’ + a.y = h.
Or les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions y de la forme :

OxOR, y(x) = e_""‘.(J'OX h(t).e” .dt +K), avec : K OR ou C.
Donc f peut se mettre sous cette forme, puisqu’elle est solution de I'équation différentielle.

Montrons alors que toute fonction de cette forme tend vers 0 en +co.

Tout d’abord, et pour toute valeur de K, x — K.e ™, tend vers 0 en + (Re(a) > 0), donc il reste a étudier
l'autre terme.
Pour cela, notons : a = a + i.b, (a,b) O R™xR, et soit : € > 0.

. : £a
Puisque h tend vers 0 en +o, on sait que : JA >0, O x> A, |h(x)| < - et:

< +

["net)e™ i +|[“h(t) e ot
"h(t) e dt+|["h(t) "

ou I, désigne la valeur absolue (ou le module) de la premiére intégrale.

Ox> A, ‘ joxh(t).e”'t dt

<1+ [[nele|dt <1, +£—'2‘5‘. [Fexat,
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Donc : |e .joh(t).e dtj<e .(|A+7.jAe ) =18+ =R e i =

On remarque alors que la fonction : x — | A.e’a'x , tend vers 0 en +o, donc :

&
<

—a.X

OB > A (on peut le choisir ainsi), tel que : O x 2 B, ‘I A€

Finalement : O x = B, ‘e“"x_.[ox h(t).e”".dt

& £
s-+Z=¢,
2 2

X
et on vient de démontrer que la fonction : x e“"X.J.O h(t).e”*.dt, tend vers 0 quand x tend vers +oo.

Conclusion : la fonction f donnée au début de I'énoncé tend bien vers 0 en +,

Remarque : on retrouve le « principe » qui veut que lorsqu’on commence une étude de limite « avec des

€ », on la termine « avec des € ».
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