Notes de cours

Intégrale multiple

PC, Lycée Dupuy de Lome

1 Intégrales doubles
1.1 Théoreme de Fubini

Théoréme (Fubini) Soit f : [a,b] X [¢,d] — R une fonction continue. On a :

/ab(/cdf(x,y)dy)d:z: = /cd(/ab Fl,y)de)dy

Cette valeur commune peut étre notée :

/ / f(z,y)dzdy
la,b] x[c,d]

Preuve Mélange du théoreme fondamental de I'analyse et du théoreme de continuité/dérivabilité
des intégrales a parametres.

Remarque On peut mettre en évidence le cas particulier suivant. Soit u : [a,b] = R, v : [¢,d] = R
deux fonctions continues :

//[a,b]x[c,d] u(w)vly)dedy = /ab“($>dx /Cdv(y)dy

Preuve ...

Exemple Calculer :

// cos(z + y)dzdy
[0,5]%[0,F]

Exemple (calcul d’intégrale simple a partir d’une intégrale double) Soit a,b > 1, calcu-
ler J, en déduire I :

J:// %712/&1(’)—0*08@)&
[a,b]x[0,7] T — cos(t) 0 a — cos(t)

1.2 Calcul en coordonnées cartésiennes

Définition Soit y1,y2 : R — R deux fonctions continues. Soit
A={(z,y) €R? a<2<by(r) <y <pp(n)}

Soit f : A — R une fonction continue. On note :

J[ f@azay = [ b /y y(()) F (2, y)dydz

Remarque On peut obtenir une définition analogue pour des domaines du type :

A={(z,y) eR* m(y) <z <ai(y) c<y<d}



Remarque Ici, 'ordre des variables est essentiel.

Exemple Calculer

//Axydxdy , A={(z,y) €[0,1]*, 2 +y <1}

Exemple Calculer
// yatdedy , A={(z,y) eR? x<1,y>0,y° <z}
A

1.3  Calcul en coordonnées polaires

Théoréme (calcul en coordonnées polaires) Soit f: A — R une fonction continues. On pose
A* ={(r,0) €]0,+00[xR, (rcos(h),rsin(f)) € A}

On a alors

//A f(x,y)da:dyz/ N f(rcos(8),rsin())rdrdd

Remarque Cela est utile lorsque A est un domaine circulaire.

Exemple Calculer
J[ @izt . A= (@) €0 4P, 22 402 < 1)
A

Exemple Calculer
[ wdody . A= (@) e 2 a4y -2 <)
A

1.4 Calcul d’aire
Définition Soit A une partie du plan. On appelle aire de A :

// ldzdy
A

Exemple Calculer I'aire de H N D ou

V3

3
H:{(.’L‘,y) ERQ? a:yg T} ) D:{(J?,y) €R27 902+y2 Sl}

2 Intégrales triple

2.1 Calcul en coordonnées cartésiennes

Remarque Les méthodes utilisées dans le plan peuvent étre généralisées.

Exemple Calculer
I= /// vy’ 2Bdadydz , D= {(z,y,2) ER30<2x<1,0<y<1,0<z<axy}
D
Exemple

I:/// zdxdydz , D= {(z,y,2) ER3 2+ +22 <1, 22 + 94> < 2%, 2>0)
D



2.2 Calcul en coordonnées sphérique

Remarque Lorsque le domaine est d’allure sphérique, on peut utiliser les coordonnées sphériques :
x =rcos(f) cos(p) , y=rsin(f)cos(p) , z=rsin(p)

On remplace alors :
dxdydz = r* sin(0)drdfde

Exenlple Calculer
[// ryEaray ’ {(l',y, ) € [07 00[37$2 +y2 22 < ]_}
D 2 + +

2.3 Calcul en coordonnées cylindrique

Remarque Lorsque le domaine est d’allure cylindrique, on peut utiliser les coordonnées cylin-
driques :
x=rcos(d) , y=rsin(d) , z

On remplace alors :
dxdydz = rdrdfdz

Exemple Calculer
I= /// ldzdydzD = {(z,y, z) €]0, +oo[*,2* +y* < R* 2z > a}
D

2.4  Volume

Définition Soit A une partie de I'espace. On appelle volume de A :

IS

3 Intégrale curviligne

3.1 Définition

Définition (intégrale curviligne) Soit  un ouvert de R2. Soit C une courbe paramétrée par
t € [a,b] — (x(t),y(t)) € Q continue, C! par morceaux. Soit P,Q : @ — R deux fonctions
continues. On pose par définition

]gp(x,y)d:c + Q(z,y)dy = / (P(x(t),y(t)z'(t) + Q(=(t), y(t))y'(t))dt

Tr—y Tty
74 d d
c %+ y? x+:c2+y2 Y

ou C est le cercle de centre O de rayon R

7{ ydx + dy
T

T = {(m,y) € [0,&]2,x+y§a}

Exemple Calculer

Exemple Calculer

ou 7 est le triangle :



3.2 Formule de Green-Riemann

Théoréme (formule Green-Riemann) Soit Q un ouvert de R%. Soit P,Q : © — R deux fonc-
tions C!. Soit C une courbe paramétrée continue, C! par morceaux, fermée, sans point double,
parcourue dans le sens direct, délimitant un domaine A tel que A C Q . Alors :

j(l{nydx—i—Qxydy—// @—g—j)dxd

Exemple Calculer de deux maniéres différentes :

/ / a2 dmdy

ou D est le disque de centre O de rayon 1

Exemple Calculer de deux manieéres différentes :

I= fc.(y+a:y)dx

ot D est la partie du plan délimitée par la droite d’équation (y = z) et la parabole (y = z?)

3.3 Calcul d’aire

Proposition Soit C une courbe paramétrée continue, C! par morceaux, fermée, sans point double,
parcourue dans le sens direct, délimitant un domaine A. L’aire de A est :

A(A) = %i(xdy — ydx) jg xdy = —?iydx

Preuve Cas particulier de la formule de Green-Riemann.
Exemple Calculer I'aire de la partie intérieure a 'ellipse d’équation (2—2 + %—j =1).

Proposition Soit C une courbe polaire continue, C! par morceaux, fermée, sans point double,
parcourue dans le sens direct, délimitant un domaine A. L’aire de A est :

Preuve On parameétre la courbe polaire.
Exemple Calculer I'aire de la boucle de la courbe d’équation polaire :

cos(26)

r) = cos(0)



